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Introduccién

Este material ha sido desarrollado como apoyo al estudiante para la
presentacion del examen extraordinario del curso de Calculo Diferencial e Integral |
gue se imparte en el Colegio, dicha asignatura se encuentra ubicada en el plan de

estudios 2016 en el quinto semestre.

Se desarrolla en cuatro unidades contempladas dentro del plan de estudios
vigente del Colegio de Ciencias y Humanidades. Para lograr los propdsitos y
objetivos cada una de las unidades inicia con una breve introduccién a las teméticas
y conceptos tal y como estan propuestas en el programa indicativo, seguido por una
serie de problemas resueltos detalladamente para ayudar a lograr tus aprendizajes,
el objetivo es lograr la consolidacion de los conceptos y procedimientos requeridos
para la comprension del Célculo Diferencial.

Un principio fundamental que se sustenta en la resolucién de problemas es
concebir a las matematicas a través de preguntas que se abordan y resuelven a
partir de una forma de pensar que involucra que el estudiante emplee recursos,
estrategias y habitos consistentes con la practica o desarrollo del conocimiento
matematico, da la oportunidad de explicar un amplio rango de problemas y
situaciones problematicas, que van desde los ejercicios hasta los problemas
abiertos y situaciones de exploracioén, lo cual considero que deberia preparar a los
estudiantes para aprender a aprender y aprender a hacer.

Los autores esperamos que este material se sirva de mucha ayuda para
lograr los aprendizajes y logres obtener una muy buena preparacion de los

contenidos de la asignatura de Calculo Diferencial el Integral 1, mucho éxito.

Dr. Juan Carlos Ramirez Maciel




Unidad 1 Procesos infinitos y la

nocion de limite

1.1 Sucesion

4 )

En forma general, en matematicas una sucesion {a,} es considerada
como un conjunto de numeros escritos en un orden definido. De manera formal
una sucesion puede definirse como una funcién de los numeros naturales cuyo
rango es un conjunto A cualquiera de los numeros reales.

£:{1,2345,..} > A

- J

Ejemplo 1

El siguiente conjunto de numeros forma una sucesion:

{1 1111 }
P2I3P4P5I e
De manera iterada se va aumentando el valor del denominador en una

unidad, en esta sucesion cada término se puede expresar a través de una funcién

como.
1
a, = E conn=1,2,3,4,..

Dicha expresion nos permite predecir el valor que tendra algun elemento de

la sucesion, por ejemplo, el elemento 30 de la sucesién sera:

1

aszp = 30
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1.1.2 limite de una sucesion

Consideremos que cada elemento de una sucesion es generado por la

siguiente relacion:
1
a, = - conn=1,2,34,..

para poder visualizar y poder entender de mejor manera el comportamiento de la

sucesién grafiqguemos las parejas (n, a,,) como se muestra en la figura:

an

1 .

, . . 1
Como se pude observar los términos de la sucesion a, =~ se hacen

pequefios a medida que el valor de n se hace grande, de hecho, los términos seran
tan pequefios que se considera que tienden a cero conforme los valores de n son

suficientemente grandes.

En otras palabras, el valor limite de los elementos de la sucesion a,, cuando

n tiende a infinito es cero, esto se indica de la siguiente manera:

1
lim —=0
n-oo N

4 En forma general, si los términos a,, de una sucesion se aproximan a un
valor L cuando n se aproxima al infinito el valor limite de esta sucesion sera L.

lim a, =L

n—oo

- J
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1.2 Situaciones que dan lugar a procesos infinitos

Imaginemos que tenemos una pelota a cierta altura del suelo, la cual dejamos
caer y rebota varias veces de manera vertical, en su primer rebote contra el suelo
llega a la mitad de la altura inicial, en el segundo nuevamente alcanza la mitad del
rebote anterior y continua este proceso de manera sucesiva. Seria de interés saber
la distancia que ha recorrido la pelota, para ello veamos coOmo seria la sucesion de

esta situacion.

! 3 ® o

El primer momento seria cuando cae a unidades, el segundo seria % el

tercero % y asi sucesivamente por lo que es claro que esta sucesion seria:

4,5, 75,55

Para conocer la distancia recorrida por la pelota es necesario sumar cada
uno de los términos de esta sucesion dos veces, debido a que la pelota sube y

después baja.

drecorrida=5n=a+7+7+§+ﬁ+§+...

Simplificando

a a
+ —4 -

a a a
drecorrida:Sn:2a+E+Z+§+1_6 =
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d =sp,=a+ <1+1+1+1+1+1+ )
recorrida = Sn = a4 T a 2 4 8 16 32

A partir de esta Ultima expresion es posible contestar preguntas tales como:
¢, Si la altura es de 2 metros y rebota 3 veces qué distancia recorri6 la pelota?

Solucioén

1 1
Arecorrida = S3 = 2+ 2 (1 + E + Z) =5.5m

En la primera vez que cae recorre 2m, rebota por primera vez y sube 1my
baja 1m con lo que ha recorrido en este instante 4m, en el segundo rebote sube
0.5m y baja 0.5m con lo cual ha recorrido 5m, finalmente en el tercer rebote sube

0.25m y baja 0.25m para un total de 5.5m.

De manera similar si analizamos la distancia que va recorriendo

encontramos:
Rebotes Sn Distancia
1 s3=2+2(1) am
1
? s3=2+2<1+—> 5m
2
3 11 5.5m
—o42(14242
S3=at ( +2+4)
4 111 5.75m
54—2+2(1+§+Z+§>
5 ; —2+2<1+1+l+l+i> 5.875m
> 27278 16
6 S —2+2(1+1+1+1+i+i) 5.96875m
° 27278716 ' 32
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7 s —z+2(1+1+l+l+i+i+i> 5.984375m
T 27278716 732" 64
8 S —2+2(1+1+1+1+i+i+i+i> 5.9921875m
T 27478716 32 64 ' 128
La ultima expresién de la distancia se puede también expresar de la siguiente
manera:

n 1 n—-1
Arecorrida = 2 + 2 Z (E)
n=1

Esta expresion es la sumatoria de todos los términos la cual se denomina
serie y se simboliza por la letra sigma (¥). Esta es otra manera de expresar la
sumatoria, para entender mejor supongamos que estamos interesados en conocer

la distancia recorrida en el cuarto rebote, entonces:
n-1 1 2

o (1 1\° /1 1 1\
acrian =+ D afz)  =a+a((g) +(5) + ) +()
n=0
Elevando las potencias de los paréntesis:

1 1 1
drecorrida =a+ Cl(]. +E+Z+§>

En el caso en el que a = 2m tenemos:

1 1 1
Arecorrida = 2 + 2 (1 + E + Z + g) = 5.75m

1.2.1 Suma parcial de una serie

Como se ha comentado estamos interesados en conocer ¢ COmo se calcula
la suma de los n términos de una serie geométrica? Para dar respuesta a esta

pregunta consideremos la siguiente serie:
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S,=a+ar+ar’+ard+ar*+-+ar™! con—-1<r<1
Si multiplicamos esta serie por la raz6n comun r
rS, =ar +ar?+ard+ar* ... +ar
Si restamos ambas series obtendremos:
Sp—1rS,=ater—artari—ari+ardi—ars....
S,—rS,=a—ar™
De esta expresion podemos factorizar y despejar el valor de la sumatoria:
1-nS,=a—ar™

a—ar™

(1-7)

Sp,=a+ar+ar’+ard+ard.... +ar® 1l =

Esta ultima expresion es usual expresarla mediante el simbolo sigma ) para

indicar un proceso de suma.

a—ar™

:'Eifzf;y con—1<r<1

S, =) ar™!

n
k=1
Este resultado nos permite conocer el valor de la suma para algun valor de n

en especial.

En particular en el cuarto rebote tendriamos:

n 1\ 1 n-l 1\ 1
drecorridza = 2 + Z 2 (E) =2+ Z 2 (E)
n

n=0 =0

Si usamos el resultado encontrado
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4

1 2 30
2-2(3) 216 16 30 _ 46
drecorrl’da:2+—1:2+ 1 =2+T=2+§=§=5.75m
(1-2) 2 2

Como ya sabiamos, podemos notar la serie expresada en la notacion sigma

es una forma “compacta” de expresar la suma de todos los elementos de una

sucesion.

De manera general:

/ Una sumatoria de n términos de la forma:
n
Sp,=a+ar+ar?+ard+art.. +ar™l= z ark1 =
k=1

a—ar™
1—r

En cuanto a la suma infinita S (suma de todos los términos), converge
cuando -1 <r<1*

a

n—-oo noow 1—7r1 1—r

Q cual se justificara mas adelante.

- a—ar"
S = lim §,, = lim (Z ar®¥=1) = lim =

~

/

1.2.2 Procesos infinitos

Una pregunta interesante seria intentar responder:

¢, Cudl seria la distancia que la pelota recorreria si pudiera rebotar una infinidad de

veces bajo las mismas condiciones?

Sabemos que la distancia recorrida en n-ésimo rebote estd dado por la

expresion

3
1\" 1 1 1 1 1 1
sn=a+Za(—) =a+a(1+5+?+2—3+?+?+ ...... +2_n
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Y estamos interesados en conocer el valor limite de esta suma si es que la
pelota rebotara una infinidad de veces. En matematicas este hecho se puede

expresar:
Arecorrida = lim Sy
n—o0o

En esta expresion se indica que estamos interesados en conocer el valor
limite de la sucesion cuando la cantidad de rebotes “n” tiende a infinito, esto es, se

toman valores de n cada vez mas grandes.
1.2.3 Suma infinita de una serie

Es interesante notar que el proceso del rebote de una pelota que hemos
venido trabajando se puede realizar en teoria una cantidad infinita de veces, por lo

cual seria interesante conocer ¢,Cual es el valor limite de la suma?

Para ello consideremos que el valor de la raz6n comun en la serie r tiene un
valor —1 < r < 1, entonces, cuando n tiende a infinito (n — o) el valor de la razén
elevado a la potencia n como hemos visto tendera a cero (r™ — 0), en otras

palabras, el valor limite de la suma sera:

Por lo anterior el valor limite de la serie seré:

S=1limS =Z:ar"_1=L
nooo 1-7
n=1

Con esta herramienta podemos conocer la distancia que recorreria

hipotéticamente la pelota del ejemplo, si rebotara una infinidad de veces.

En nuestro caso dicha distancia recorrida sera:




Unidad 1 Procesos infinitos y la nocion de limite

Arecorrida = A + Z a (E)
n=0

Como podemos observar el valor de r es menor uno, por lo que la serie

converge a.

a

Arecorrida = @ + 1

=3

Arecorriaa = @+ 2a = 3a

Por ejemplo, si la altura de la que cae es de 2m la distancia total que
recorreria en el infinito seria de:

Arecorriaa = 3(2m) = 6m

Es interesante notar que, en la tabla realizada previamente, nos sugeria que
la distancia recorrida se aproximaba al valor de seis metros. La convergencia de la
serie geométrica nos permite determinar su valor.

En resumen:

/ Una serie geométrica es de la forma: \

(00}
Z ar™t=a+ar+ar?+ard+-ar™t 4.

n=1

Dicha serie converge siempre que —1 < r < 1, siendo el valor de su suma:

z ar™ 1 = ﬂ;ir)

n=1

Qdiverge cuandor < —1obienr > 1 /

1.2.4 Ejemplos resueltos

En esta seccidn se presentan algunos ejemplos de aplicacion de las

sucesiones y series geomeétricas.
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Ejemplo 1

A una particula que se mueve en linea recta, se le aplica una fuerza, de
manera que cada segundo la particula recorre la mitad de la distancia que ha
recorrido en el segundo anterior. Si la particula recorre 20 cm en el primer segundo.

¢, Qué distancia total recorrera?
Solucién

Nos dicen que la distancia disminuye la mitad por cada segundo, por lo que
podemos expresarla distancia total que recorre como:
dinicial dinicial dinicial dinicial dinicial

deotal = Ainiciat + > + 2 + 3 + e + 2 + ..

Factorizando d;,iciq; t€NEMOS:

1 1 1 1 1
dtotal = dinicial + dinicial [2 *2 4 *t3 8 + 1_6 + 3_2 +- ]

Esto se puede escribir como:

1 1 1 1 1
dtotal = dinicial + dinicial [E Tt 22 + ? + ? + f +- ]

O bien:
@ 1 1 n-1
dtotar = diniciat + Qinicial Z E (E)

n=1

En nuestro problema sabemos que:

Z ar™ (1 _ T) y dlnlClal = 20cm

n=1
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1

1 1\t 5
dtotaz=20+2025(§) =20+ 20 % =20 + 20 = 40cm
n=1 1_2

Ejemplo 2

Se deja caer una pelota de una altura de 10 metros, la cual rebota varias
veces. En el primer rebote llega a las dos terceras parte de la altura inicial, en el
segundo recorre la novena parte de la altura inicial, en el tercero rebota una

veintisieteava parte, en el cuarto una ochentaiunava y asi sucesivamente.

a) ¢Cual sera la distancia recorrida por la pelota después de 5 rebotes, si
continua el mismo proceso?

b) ¢Cual sera la maxima distancia recorrida?

Solucién:
a)
2 2 2 2 2
dn=10+§(10)+3—2(10)+¥+(10)+¥(10)+---3—n(10)
d —10+2(10)[1+1 1+1 1+1 1+ ! 1]
n 333 332 333 3 3n-1
n 1 17’1—1
sy L ()
n=10+20) =-(3
k=1
1 1/1\"
d, =10+ 20 |3 3(13)
I=3
1 1,1y
ds =10+ 20 g_g(g) —10+20<121)—4850—199588
5 = 1|~ 243) = 243 ~ 100OOM

b) En el limite cuando n tiende a infinito tenemos:

15
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1
. 1

lim d,, = 10 + 20 [—3— =10+20H=20m

n—co 1_% 2

Ejemplo 3

Expresa el nimero decimal periédico 0.73 como una suma infinita y calcula

su valor.

Solucion

El nUmero decimal periddico se puede escribir como:

0.73 = 0.7 + 0.03 + 0.003 + 0.0003 + 0.00003 + 0.000003 ...

Otra forma de escribirlo es:

073 = +3() +3() +3() +3(%) +3(%) +
710 10 10 10 10 10

. . . 1 . ,
Factorizando la expresion 3 (E) podemos escribir este nimero como:

2 3 4 5

073=15+3(55)|(50) + (o) * (i) *(5o) +(50) + -]

En forma de sumatoria:

o 1
073 = 15+3(35) > 15 (55) =15+ 3(55) T2
T 10 10 10\10/ 10 10 (1 1)

07§_7+3<1)(1)_7+1_11
T 10 10/\9/ 10 30 15
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1.3 Nocién de limite

En la seccién anterior observamos que es posible bajo algunas
consideraciones conocer el valor limite de una sucesion y de una serie cuando los
términos de estas tendian al infinito, la idea principal del limite es que éste nos
permite considerar que nos podemos acercar tanto como deseemos a algun valor

para ver su comportamiento.

Como mencionamos las series convergen si el valor de dichas series al
tenderlas al infinito, se pueden aproximar a un valor finito [ o bien pueden divergir si

el valor también tiende al infinito.

En esencia la idea de limite de una funcion f(x) cuando x tiende a un valor
X, €S que a medida que el valor de x se aproxima al valor de x,, f(x) se acerca a

algun valor, esto es:

lim f(x) =1

X—>Xq

En otras palabras, mientas mas cerca esté x de x, el valor de la funcién f(x)

esta cerca del valor L.
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Como podemos observar, en este ejemplo, en la gréfica de la funcion,
cuando nos acercamos al niumero dos, la funcién se acerca o aproxima al valor del

ndmero cuatro, es decir:
limf(x) =4
xX—2

Notemos que el acercamiento al valor a x, se hace por izquierda (x~) y por

la derecha (x™), esto se hace para garantizar la existencia de dicho limite.

A estos limites se les conoce como limites laterales.

/ El limite \

Jim 76 =

Indica que el valor limite cuando x se acerca a "a" por la izquierda es
igual a l. Mientras que el limite:

lim+f(x) =1
xX—a

Indica que el valor limite cuando x se acerca a "a" por la derecha es
igual a

o /

1.3.1 Existencia de un limite

De manera general, para que un limite exista los limites laterales tienen

gue aproximarse al mismo valor:

/ Si el limite por la derecha y el limite por la izquierda de la funcién coinciden\
cuando x — a, se dice que el limite de la funcién es L cuando x tiende o se acerca

n_n

a a.

Si
lim f(x) =1L y lim f(x) =1L
x—-a~ x—at

Entonces

k )lci_rgf(x) =1L /
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Es importante notar que no todas las funciones satisfacen que los limites
laterales tienden al mismo valor. Por ejemplo, consideremos la siguiente funcion

f(x) tal como se muestra en la siguiente figura:

fx)

De ella podemos observar que:

lim f(x) =0 y lim f(x) =3
x—2~ x—-2%
Por lo que el limite cuando x tiende a 2 no existe. En otras palabras:
lirré fx) =2 (7 significa: “No existe”)
xX—

En muchas ocasiones también resulta que el valor al que tiende el limite al
aproximarnos a un valor x, no es un valor finito, por lo que el limite tampoco existe

en tal situacion, como se muestra en la siguiente figura:
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- e - - -

En esta grafica podemos observar que:
lim f(x) =+ y lim f(x) =+ o0
x—2~ x—-2%

Por lo que el limite de la funcion cuando nos acercamos al numero dos no

existe. En otras palabras:
lim f(x) = +o0
x—2
En particular cuando describimos algin fendmeno a través de funciones y en
algunos casos es necesario saber ciertos valores a los que la funcién se aproxima

por ello la nocién de limite de una funcién es importante. Para empezar su estudio

consideremos el siguiente ejemplo.
Ejemplo 1

Consideremos que la velocidad de una particula esta dada por la siguiente

funcion:

t2 —4
t—2

v(t) =

Y deseamos conocer su velocidad en el instante t =4s y t =2s, asi la

velocidad en el instante t = 4s sera:
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(4,) — ( )2 =6
v = = m/s
Mientras queent = 2s sera:
(2)——()2 = — = indeterminad
v mmaeterminaao

Como podemos observar de esta manera no es posible determinar el valor

de la velocidad de la particula en dicho tiempo.

Sin embargo, utilizando el concepto de limite podemos acercarnos a este
valor ya que podemos aproximarnos al tiempo t = 2s tanto como lo deseemos, para

ello construyamos la siguiente tabla:

Tiempo | Velocidad

1.9 3.9
1.99 3.99
1.999 3.999

1.9999 | 3.9999

1.99999 | 3.99999

Como podemos ver cuando el tiempo tiende a 2 segundos, por valores

menores 2, la velocidad se aproxima a un valor de 4m/s.

Es importante notar que también podemos acercarnos por el “otro lado”,

valores mayores que 2, como se muestra en la figura:
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Tiempo | Velocidad

2.1 4.1
2.01 4.01
2.111 | 4.001

2.1111 | 4.0001

Observemos que la velocidad también se aproxima a 4m/s. Esto también se

puede expresar de la siguiente manera:

. t2—4_4 . 1:2—4_4
- t—2 Yo T2 T
Entonces:
li t2_4—4
tl—r>r21t—2_

Por lo que el valor de la velocidad instantanea al aproximarnos a t = 2 es
4m/s.

1.4 Célculo de limites

Como podemos observar el poder obtener el valor limite al que se aproxima
una funcion es muy importante, ya que nos permite obtener informacion importante

de ciertos fendmenos que se estén estudiando a través de funciones.

Para determina los valores de limites de manera muy general se van a

;. ., . . . 0
presentar en limites: de evaluacion directa, indeterminados de la forma ;e

indeterminados de la forma E
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1.4.1 Limites de evaluacion directa:

Entre los casos de limites se tienen primero los que se calculan mediante la
evaluacion directa como se muestra, esto es al sustituir el valor al que tiende x, el
limite no presenta ninguna indeterminacién, como se muestra en los siguientes

ejemplos:

1) xlirzlz(S —2x)=5-2(-2)=9

. 2 2 2 1
2) lim— = —=—=—
x—4 X+6 4+6 10 5

3) lim1\/1 —3x=+1-3(-1)=+V4=2
x——
1.4.2 Limites que presentan una indeterminacion del tipo g

Este tipo de limites se pueden calcular ya sea factorizando o bien

racionalizando, este tipo de limites se resolveran en esta seccion.
Regresemos al ejemplo de la velocidad dada por:

t? —4
t—2

v(t) =

Como recordamos, al evaluar de manera directa se presenta este tipo de
indeterminacion:
t2—4 (2)2-4

2 = i _ _Y_. .
v(2) lim—— >3 0 indeterminado

Sin embargo, para calcularlo, es posible factorizar el numerador a través de

una diferencia de cuadrados a? — b? = (a + b)(a — b). Asi el limite se puede

1
CtP—=4 (t+ (T2
v(Z)—ltl_r)rzlt_z—%1})27%—1;3@+2)—2+2—4m/s

23

escribir:
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El cual, es el valor que esperabamos.

A continuacion, presentamos una serie de ejercicios resueltos por

factorizacion y racionalizacion para el calculo de limites:
a) Factorizacion.

Es importante en primer lugar evaluar de manera directa para observar si se
tiene la indeterminacion cero sobre cero, de ser asi se podra factorizar para ver la

posibilidad de calcularlo.
Ejemplo 1

) x% —3x 32 -3(3) 9-9 9-9 0
lim = = = = — Ind.
x>3x2+2x—15 324+2(3)—-15 946—-15 15—-15 0

Solucién

Una vez identificada la indeterminacién (Ind.), procedemos a factorizar el
numerador: tenemos como factor comun a “x” y en el denominador se puede

factorizar por un producto de binomios, como se muestra:

Y x(x—=3) _ i x 3 3
*23(x—3)(x+5) x5x+5 3+5 8

Ejemplo 2

o ox2+3x—4 1243(1)—-4 1+3-4 4-4 0
lim = = = = — Ind.
x>1x2—-3x+2 12-3(1)+2 1-3+2 3-3 0

Solucién

Al evaluar de manera directa observamos que se presenta una
indeterminacioén, si factorizamos el numerador y denominador por un producto de

binomios se puede calcular:
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Y (x+4)(x—1)_ . x+4 1+4 5 .
P (x—2)(x—1) idx—2 1-2 -1

Ejemplo 3
Calcula el valor del siguiente limite:

-1 1P-1_1-1_0
M x—1 1-1 1-1 o'™

Solucioén

Al evaluar de manera directa observamos que se presenta una
indeterminacion, si  factorizamos utilizando l|la diferencia de cubos

a®* — b3 = (a — b)(a® + ab + b?) obtenemos:

=D+ x+ 1)
lim
x-1 x—1

= lin}(x2+x+1)= 1°+1+1=3
X—
Ejemplo 4

Calcula el valor del siguiente limite:

x*-16 _ 16-16 _ 0
x—2 X—2 2-2 0

Solucién

Al evaluar de manera directa observamos que se presenta una
indeterminacioén, para poder evaluar este tipo de limites se recomienda realizar la

division, es este caso utilizamos la division sintética.

1 0 0 0 —16
2 2 4 8 16
1 2 48 0

Asi el limite se factoriza como:
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Coxt—16  (x—2)(x® +2x% + 4x +8)
lim—— = lim
x-2 X —2 X2 (x—2)

lin%(x‘?’ +2x% +4x +8) =32
X—
Ejemplo 5

Calcula el valor del siguiente limite:

a™—xm a-a

lim
a-x a—Xx a—a

0
0
Solucién

Para resolver este limite observemos que en el ejemplo que se realizo

anteriormente la expresion se factoriza como:
a®—x"=(a—x)(@*+a" x+a" % +a"3x3 + -+ ax™ 1 + x")
Asi el limite seré:

Ca'—x"  (a—x)@ T+ a"ix +a"3x2 +av %3 + -+ ax™ 2 +x™ Y
lim ——— = lim
asx a—X  a-x a—x

lim(@* '+ a®2x+a®3x?+a**x3 + - +ax™ %+ x"Y)
a—-x

= x4 x4 x4 x4 x L = nx™ 1 ya que son n términos
entonces:
aTl _ le

lim— = nx
a>x a—X

n-1

Ejemplo 6

Calcula el valor del siguiente limite:
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Al evaluar de manera directa observamos que se presenta una
indeterminacién, para poder evaluar este tipo de limites se recomienda realizar la

division como sigue:

12 — 4x
y 3x 12 — 4x . —4(x-3)
— =M= Il =
xlil; x—3 x—3 3x(x - 3) x—3 3x(x - 3)
—4 -4 -4

l' —_— =
*233x 3(3) 9
b) Racionalizacion

En este tipo de limites se sugiere multiplicar por el conjugado tanto el
numerador como el denominador. Si se tiene una expresion de la forma (a + b) su

conjugado sera (a — b) y viceversa.
Ejemplo 7

. x2—-x 12-1 1-1 OId
im = = =— Ind.
-11—4x 1-41 1-1 0

Solucioén

Al evaluar de manera directa observamos que se presenta una

indeterminacién, en este caso multiplicamos tanto el numerador y denominador por

el conjugado de (1 — \/x—) que sera (1 + +/x) como se muestra:

limxz—x (1+\/§)=lim (x? —x)(1 +Vx) _ (xz—x)(1+\/§)=
=11 —yx (1+vx) *1(1—vx )1 +/x) 12 — (Vx)?

(=0 +Vx)  —x(1 = x)(1+ V)
lim = lim =
x-1 1—x x-1 1—x

lim —x(1 + Vo) = (D)1 +V1) = -2
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1.4.3 Los limites que presentan una indeterminacion del tipo %

En este tipo de limites en la mayoria de los casos, para calcularlos basta con
dividir el numerador y denominador por la mayor potencia de x como se muestra en

los siguientes ejemplos:
Ejemplo 8

" 3x3+x—2 _ooI 4
Ao 8x3 + 2x+5 o &

Solucién

Dividamos sobre la potencia mas grande tanto el numerador como el

denominador asi:

3x2 +x—2 x> x 2 1 2
L Ta At 3twew
lim z——"——= lim 2 = lim
x-0 8x3 4+ 2x+5 x508x 2x 5 x> o 2 5
— o taty tetys

Cuando x tiende al infinito los cocientes x—lk , k > 1 tienden a cero a medida

que X tiende a +© 0a —

3+0-0 3
8+0+0 8
Ejemplo 9

C 4x?—x—-1 o
lim ————— = — Ind.
x-oo x4+ 1 00

Solucién

Dividamos sobre la potencia mas grande numerador y denominador:
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4x%> —x—1 4x%> x 1 1 1
< X w4

5 = lim > = lim
xX—00 x4 +1 X—>00 X xX—00 1 1
P 2Tz T2

Cuando x tiende al infinito los cocientes tienden a cero, luego:

_4-0-0
140

De manera general hemos estudiado algunos procesos infinitos, asi como el
significado de limite y hemos visto que el valor limite de una funcién puede ser
calculado de distintas maneras. A continuacion, presentamos algunos ejercicios que

seran de ayuda para el estudio de los limites.

1.5 Ejercicios Unidad 1

1.5.1 Ejercicio

Consideremos que dividimos un cuadrado de un metro de lado a la mitad, como se

muestra:
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e . 1 1
El area sombreada esiguala A; = 2 X 1= >

Si se repite el proceso de dividir sobre la parte no sombreada.

El valor del &rea que se sombrea es: A4, =.

En el siguiente proceso el area serd A; =

¢,Cuadles son los elementos de la sucesion de ir dividiendo el rectangulo?:

¢Cada término de la sucesién y que corresponde al valor del area se puede

expresar de la siguiente manera?:
1
A, == conn=1234,..,n

Cierto Falso

¢, Cual es el valor total del area que se va sombreando? Para saberlo completa la

tabla:

30
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Proceso Area Sombreada
1 1 0.5m?
2
2 l_l_l 0.75m?
2 4
3 1 1 1
2 4
4 1 4 1 4 1 N 1
2 4 8
5 1 1 1 1 1 0.96875m?
E + Z + g + — 4+ —

Como puedes ver es un proceso muy laborioso, reescribamos la situacion, la suma

se puede escribir de la siguiente manera:
1 1 1 1 1
Sn =E+2—2+2—3+2—4+"'+2—n

Es importante notar que esta serie se puede expresar de forma que podamos saber

el valor de la suma

n

=

+
l\)lr—\

Con estos valores, en el quinto proceso sera

3

- _e&_31_ 2
S. = =T =5" 0.96875m
2

(o))
U
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Como podemos observar este valor es el mismo que habiamos obtenido con

anterioridad en la tabla que realizamos.

a) ¢Cual sera el area que se va sombreando en el proceso 10?

b) ¢Cual sera el &rea cuando el proceso se repite una infinidad de veces?

1.5.2 Ejercicios

a) Enlafigura siguiente cada nuevo cuadrado es inscrito en el anterior, de modo
gue sus vertices coinciden con los puntos medios de los lados del cuadrado

anterior.

El lado del primer cuadrado mide 1m.

i) Calcula la suma de las primeras 7 areas de los cuadrados.
ii) Calcula el valor que resultaria si se sumaran las areas de todos los
cuadrados posibles.

b) Demuestra que:

c) Un conejo salta 3m, es su siguiente salto brinca la mitad de la cantidad, en
siguiente intento nuevamente salta la mitad.
i) ¢Cual sera la suma de los primeros 5 saltos?
ii) Si el proceso continla indefinidamente. ¢Cual serd la suma de las

distancias recorridas?
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d) Un triangulo equiléatero es dividido de tal manera que en el punto medio de
sus lados se forman triangulos equilateros. Si este proceso se repite una
infinidad de veces y siempre se quita el triangulo central ¢ Cuél seria la suma
de las &reas de todos los triangulos centrales que se han retirado? ¢ Cuél es

el area restante?

e) Convierte el niumero decimal periédico a su forma fraccional
i) 3.16
i) 2.3
iii) 5.6
iv)0.123

1.5.3 Ejercicios de limites

Encontrar el valor de los siguientes limites:

a) lim(3x + 2 N lim X1
) x—>4( ) I) }CI_IH x—1
b) lim (5 — 2x :
Xy X2
. 2
c) lim—
) X4 X+6 K lim x3+3x%2-x-18
e xX—2
d) lin%\/3x+7 | rea
- N lim 2=
lim 4x3+2x%+x X—3 Vx+6=3
e —————————————————————
) x—0 8x2-7x m) lim Yitz=1
x-0 %
n lim——> —
x—3 4x2-36 n) lim VX+7-7
x-0 ¥
) lim 3t+2
g 2 i V1tx+x2-1
t—>—§9t -4 0) hm%
x—0
2 2_,2
. X“—5x+6 . x+h)2—x
h)y lim——— p) hm%
x—2 3x%2—4x-4 h—0
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. 3_,3 . 8 _5x7 1723
Q) llm (x+h21 X S) hm 10x8 2x6 +7x°+7
n  lim 2x*—4x3+x%-8x+15 9 lim 3x*—ax3+4x?—x+2
x>0 3x*—2xZ+45x+1 X—ooo 2x°+2x3-3x+7
. 3_,4.3 .
u) lim 5x°—4x>—12x+7 v) lim (m—x)
X——© 4x2-1 X—+0
. [x2—
w) lim x—25x+3 . X+ x+Vx
xo—0 Xt x) lim ¥ "%
X—>+4o0  VX+1

1.5.4 Aplicaciones

a) El concepto de limite se basa en la realizacién de procesos infinitos, como

se advierte en el ejemplo que sigue, en el cual se pretende calcular el area
de una circunferencia mediante aproximaciones que resultan de calcular
areas de poligonos regulares.
En la primera figura de izquierda a derecha se aproxima el area de la
circunferencia mediante el calculo del area de un triangulo equilatero, en la
segunda figura mediante el calculo del area de un cuadrado, en la tercera de
un pentagono, etc. Si seguimos aplicando el proceso una cantidad infinita de
veces podemos obtener el area de la circunferencia tan precisa como
queramos.
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e —

Paso 1 Paso 2 Paso 3
Paso 4 Paso 5 Paso 6

En la figura siguiente supon que cada poligono regular esta inscrito en una
circunferencia de radio r y el diametro D=2r. Completa la tabla siguiente
(redondea a la centésima mas cercana).

Lado 1.73r 1.18r 0.77r 0.62r 0.31r 0.126r

Perimetro
P
P/D

Apotema 0.5r 0.81r 0.92r 0.95r 0.99r 0.998r

Area

i. ¢Cual es el valor limite de los perimetros cuando el nimero de lados
tiende a infinito?

35
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ii. ¢Cudl es el valor limite de los P/D cuando el nimero de lados tiende a
infinito? ¢ Qué numero te recuerda?

iii. ¢Cual es el valor limite del area cuando el nimero de lados tiende a
infinito?

150+80x%4

b) El tamafio de la pupila de cierto ser vivo esta dada por f(x) = 2007

donde x es la intensidad de luz sobre la pupila. Determina:

i. El tamafo de la pupila cuando la intensidad de la luz tiende a cero.

(x - 0)
i. 30mm
il. 20mm
iii. 40mm
iv. 50mm

ii. El tamafio estimado de la pupila cuando la intensidad de luz tiende a
infinito. (x — o)

v. 3mm
vi. 2mm
vii. 4mm
viii. 5mm




Unidad 2. El concepto de
derivada: variacion y razon de

cambio.

2.1 El problema de la tangente.

Supongamos que tenernos una funcion f(x) la cual tiene asociada la

siguiente gréfica:

T

e

S st 5 i

Y deseamos obtener la ecuacion de la recta tangente a ella en el punto
(a, f(a)), para ello es necesario conocer la pendiente que tendra la recta en dicho
punto. La pendiente de cualquier recta en el plano cartesiano se estima:

Vo—W1
X2 —Xq

m =
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Para poder estimar el valor de dicha pendiente una opcion es trazar una recta

secante.

f(x)

f@

s o s om0

\_V

_f) - f(a)

sec X —a

Observemos que si el valor de x lo aproximamos al valor de “a” entonces la
pendiente de la secante se aproxima al valor que deberé tener la pendiente de la

recta tangente.

En otras palabras:

. f(x)-f(a)
Mign = 3161_1;2 —a

Como podemos observar para poder encontrar el valor de la pendiente de la

recta tangente es necesario, determinar el limite anterior.
Veamos el siguiente ejemplo:

Dada f(x) = x? deseamos conocer la ecuacién de la recta tangente a dicha

funcién en el punto x = 2.

Estimamos el valor de la pendiente de la siguiente manera:
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tan = x5 x—2 S xo2 x —2

Para resolver el limite factorizamos.

o =D +2)
mtan - xl_r)l% (x _ 2)

mtanzjlcizg(x+2)=2+2=4

Recordemos que la ecuacion de la recta dado un punto y la pendiente esta

dada por:
y—y1=m(x —xq)

En nuestro caso la recta tiene pendiente y queremos que pase por (2,4)
y—4=4(x—2)
y—4=4x—-8

Asi la ecuacion de la recta tangente es:

4x —y—4=0
Como podemos observar en la figura, y de manera general:

Yiz) = 2?

4x-y-4=0

P=(2,4)
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\

/ La recta tangente a la curva y = f(x) en el punto P(a, f(a)) es la recta
que pasa por dicho punto, esto es, y — f(a) = m(x — a) con pendiente:

O -f@
m=lim—=

x-a X —a

Cuando dicho limite exista

2.2 El problema de la velocidad.

En fisica la velocidad se define por la razén distancia sobre tiempo:
d
v=-—
t
Si deseamos determinar la velocidad media, que no es otra cosa mas que el

desplazamiento (distancia recorrida) en un lapso determinado, entonces esta se

define de la siguiente manera:

Xy —Xq
=ty

U =

Donde x, y x; son las posiciones del objeto que se desplaza en los instantes

t, y ty.

Para entender mejor, supongamos que una particula se encuentra en un
instante t; = 5s, a 10 metros y en otro instante t, = 10s a 25 metros, su velocidad

media sera:

B 25m —10m

= = m
Vm 10s — 5s 3™/s

Ahora bien, supongamos que la particula es un balén lanzado hacia un aro

de basquetbol y su trayectoria en el tiempo es descrita por la funcion:

f(t) = —4.9t% + 6t + 2
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Donde f(t) es la altura en metros y t es el tiempo de vuelo en segundos.

Esta funcion nos permite establecer la distancia a la que se encuentra el

balén, en cualquier instante, por ejemplo, al tiempo t = 0 se obtiene:
f(0) = —4.9(0)> + 6(0) + 2 = 2m

Esto significa que el balon antes de ser arrojado se encuentra a una altura de
dos metros. Esto es en el instante t; = 0s esta a 2 metros del suelo. Veamos su

posicion transcurrida al cabo de un segundo.
f(1) =—-49(1)%+6(1)+2=31m

Como se muestra en la figura:

f(@®

Asi la velocidad media de la particula estara dada por:

f)—f(t) 31-2
t,—t;  1-0

= 1.1m/s

2.2.1 Velocidad instantanea.

Es interesante establecer a qué velocidad es arrojada la pelota, esto es

deseamos conocer su velocidad en el instante t = 0

41
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Notemos que, en ese instante, la pelota no ha recorrido ninguna distancia ni

ha transcurrido tiempo, por lo cual no es posible determinarla de esta manera:

0
V= 0 = indeterminado

Una opcion es determinar la velocidad media con cualquier instante t, asi la

velocidad media sera:

fO - £0) _f© -2

t—0 t

v(t) =

Es claro que de esta manera nos podemos acercar tanto a la cero como lo

deseemos para poder estimar la velocidad con la cual la pelota es arrojada

t f(t) = —4.9t% + 6t + 2 () = f(t)t— 2
0.1 f(0.1) = 2.551 v(0.1) = 5.51m/s
0.01 £(0.01) = 2.05951 v(0.01) = 5.951m/s

0.001 £(0.001) = 2.0059951 v(0.001) = 5.9951m/s

0.0001 | £(0.0001) = 2.000599951 | v(0.0001) = 5.99951m/s

Como podemos observar acercarnos tanto como podamos, nos permite
estimar la tendencia al valor de la velocidad en el instante t = 0, para conocer la

velocidad instantanea hacemos tender t a cero, dada por el siguiente limite:

t) — 2 —49t2 +6t+2—2
v(0) = lim]L = lim
t—-0 t t—0 t
t(—4.9t+ 6
2(0) = lim O
t—0 t
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v(0) = ltirrol —49t+ 6 =6m/s

Como podemos observar la estimacion del limite nos ha permitido calcular la

velocidad instantanea.

De manera general si f(t) describe la posicion de un objeto o particula en el

tiempo, la velocidad en cualquier instante t = a se puede estimar mediante el limite:

f@®) —f(a)
t—a

v(a) = lim
t-a
Siempre y cuando, dicho limite exista.

Veamos otro ejemplo, consideremos que una particula describe su posicion

en el tiempo mediante la siguiente funcion:

f&) =+t

Donde f(t) estd en metros. Deseamos conocer la velocidad en el instante

t = a, segundos, entonces la velocidad instantanea estara dada por:

Para resolver este limite hay que racionalizar (ver seccion 1.4.3.2)

(@ = VL= Ya V+Va
R N N
(t—a) 1

v(a) = lim

- (Ve +Va) L (Ve +va)

v(a) =——=m/s

2Va

Como podemos observar:
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/ Dada la posicion de la particula y = f(t), mediante el limite: \
t —_
RN (OL (C)
t-a t—a

Siempre y cuando, dicho limite exista.

k Podemos conocer la velocidad instantdnea en cualquier tiempo a. /

2.3 Razén de Cambio

Se llama razén de cambio promedio al cociente de dos variables en un
intervalo [x;, x,]

. . Ay fG) — f(x)
razén de cambio promedio = Y il

X2 —Xq

Para entender este concepto, suponga que C(x) es una funcioén que relaciona
el costo en pesos por la produccion de x unidades de calzado en miles, la cual esta

dada por:
C(x) = 3000x2 — 7700x + 5000

El costo por producir x; = 2 mil unidades de calzado sera:

C(x;) = 3000(2)% —7700(2) + 5000 = 1600

Esto es, el costo es de 1 600 pesos, mientras que para un nivel de produccion
de x, = 3 mil unidades sera:

C(x,) = 3000(3)2 — 7700(3) + 5000 = 8900
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Asi bien, el cambio en el costo serd Ay = C(x,) — C(x;) mientras que el
cambio en la cantidad de unidades producidas de calzado sera. 4x = x, — x;, por
lo tanto, la raz6n de cambio promedio seréa:

A C(x,)—C(x 8900 — 1600
_}’: (x2) (1)= =7300%

Ax Xy — X1 3—-2

Nos dice cuanto esta variando el costo total, cuando la empresa varia su nivel
de produccion. En este caso la razén de cambio promedio indica, el costo promedio

por mil unidades de produccion o bien un costo promedio de 7.3 pesos por unidad.
2.3.1 Razon de cambio instantanea

Como hemos visto tanto en el problema de la velocidad instantanea como de
la pendiente de la recta tangente, es posible obtener la razén de cambio promedio
en intervalos de la variable independiente cada vez mas pequefios, para ello
podemos hacer que x, tienda a x;, asi podemos definir a la raz6n de cambio
instantdnea como:

Ay f(x2) — f(x1)

razon de cambio instantanea = lim — = lim
Ax—0 Ax Xp5Xq Xy — Xq

Consideremos el ejemplo anterior, estamos interesados en conocer la razén
del cambio instantanea por un nivel de produccién de 3 mil unidades de calzado,

esto es:

 Cx)—cC(3) ) 3000x% — 7700x + 5000 — 8900
lim——— = lim
x-3 x—3 x-3 x—3

- 3000x2% — 7700x — 3900
= lim
x-3 x—3

~ (x—=3)(3000x+ 1300)
x_rg x—3
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. $
= lim(3000x + 1300) =10300—
x—3 u

La razon de cambio instantanea nos indica el costo total para la produccion,
también llamado costo marginal, el cual es de 10300 por cada mil unidades de
produccion o bien 10.3 pesos por unidad, para un nivel de produccion de 3 mil

unidades.

De manera general si una cantidad depende de otra se puede establecer:

\

/ Larazén de cambio instantdnea de una cantidad f(x) con respecto
a x en el intervalo [x;,x] como:
Ay fO) — f(x1)

lim — = lim
Ax—>0Ax  x-x; X — X1

Cuando el limite existe.

\_ )

2.5 El concepto de derivada

La derivada se define como la raz6n de cambio instantanea de una funcién

f(x) en un punto a, en otras palabras:

/ La derivada en un punto x = a es: \
@)= i LR @

x—-a X—a

cuando el limite existe.

. /

Es importante observar que la derivada como hemos visto tiene distintos

significados que dependen del contexto, por ejemplo, si f(x) es una curva en el plano
cartesiano, la razén de cambio instantanea es la pendiente de la recta tangente a
esta curva en el punto donde x = a. Ahora bien, si f(t) es la funcion de posicion de

una particula que se desplaza a lo largo de una trayectoria en funcion del tiempo, la
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derivada sera la velocidad instantanea de dicha particula en el tiempo t = a. Si f(X)

es una funcion de costo de produccion, la derivada sera el costo marginal.

De manera general, estas son razones de cambio, es importante considerar
gue existen muchas razones de cambio que pueden ser de interés en areas de
estudio como la ingenieria, quimica, biologia etc., las cuales se pueden interpretar
como razones de cambio instantdneas de las variables involucradas, de ahi la
importancia de tal concepto. En los siguientes ejemplos haremos algunos calculos

de derivadas.

2.5.1 Ejemplos de derivadas.

Ejemplo 1

Determina la derivada de la funcién f(x) = 3x> —6x + 2 enelpuntox = 3
Solucion

La derivada se define como:

= i[OI

x—a X —
Asi

ik ()

x—-a X
Con f(3) = 3(3)2 - 6(3) + 2 = 11 tenemos:

(3= 1 3x2—6x+2—11_l_ 3x> —6x—9
f()—xlzg x—3 _xl—Ig x—3

C3(x*=2x—-3)  3(x—-3)(x+1)
= lim = lim

x-3 x—3 x-3 x—3

Asi
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f'®) =lim3(x+1) = 12
Ejemplo 2
Determina la derivada de la funcién f(x) = vx + 2 en el punto x = 0

Solucién

La derivada se define como:

N (€I ()

F@=ln=—
Asi

f'(0)=limf (x) — f(0)

x-a x—0

Con f(0) =0 + 2 = V2 tenemos:

oy i 2V NEFD V2 VR T 2412
= l1im = IIm .
=0 x 20 X Vx¥ 242

x+2-2 X
=0 x(NXTZ4V2) 3 x(VX T2 +V2)

Asi la derivada de la funcién en cero sera

s e 1 1
F O = N ETzevz 2

Ejemplo 3

Determina la ecuacion de la recta tangente a la funcion f(x) = x3 — x en el

punto x=2
Solucién

La pendiente de la recta tangente esta dada por:
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s e S~ f(2)
mEf@=n—
Cxd—x—6  (x—=2)(x*+2x+3)
m = lim = lim
x-2 X—2 x—2 x—2

m= }Ci_rg(xz +2x+3)=11
La ecuacion de la recta en el plano dado un punto y su pendiente es:
y—y1=m(x—xq)
Dado que la recta pasa por el punto x; = 2y y; = 23 — 2 = 6 su ecuacion es:
y—6=11(x — 2)
11x—y—-16=0
Ejemplo 4

Un objeto se mueve en una trayectoria de tal manera que su posicién en

metros como funcion del tiempo en segundos esta dada por la expresion:
r(t) = t3 — 3t + 2
Determina, la velocidad del objeto a los 3 segundos.
Solucion

La velocidad en cualquier instante de tiempo t=a esta dada por:

v(a) = lim f® - fl@

t-a t—a

Asi:

r®)—r(3) . 2 —3t> +2-2
. = lim

U(3) - }fl—r)g -3 t—a t—3
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3 =32 t3(t - 3)
v =TTy T T o3

v(3)=32=9m/s
Ejemplo 5

Un fabricante estima que el costo total anual al producir x unidades viene

dado por medio de la funcion:
Q(x) = 100000 + 1500x + 0.2 x?

Determina ¢ cudl es el costo de produccion por unidad para la produccién de
100 unidades?

Solucién
El costo por la produccion de 100 unidades es:
Q(100) = 100000 + 1500(100) + 0.2 (100)2
Q(100) = 252,000

El costo de produccion promedio esta dado por:

_ Q() - (100)

Q) X — 100

Estamos interesados en conocer el costo por unidad de produccién cuando
se producen 100 unidades en otras palabras debemos calcular el valor limite cuando

X tiende a 100, en otras palabras, es necesario conocer la derivada:

100 = f Q00— Q(100)
L S T

'100) = 1 100000 + 1500x + 0.2 x? — 252000
Q(100) = lim, x — 100
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_ —152000 + 1500x + 0.2 x?
Q'(100) = lim

x—100 x — 100

(x — 100)(0.2x + 1520)
x — 100

@100 = iy,
Q'(100) = lim (0.2x + 1520) = 1540
x—100

Esto significa que el costo es de $1540 por unidad, cuando se tiene una

produccion de 100 unidades.

2.6. Ejercicios

2.6.1 Ejercicios
Encuentra la derivada de las funciones en el punto indicado

a) fx)=x*2—x en x=2
b) fx)=x*—1en x=1

c) fx)=x3+2x—1en x=0

d) f(x)=§ en x =2
e) f(x)=xlT2 en x=3

) fX)=vVx enx=4

g f(x)=vx?2—-5 enx=3
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2.6.2 Ejercicios

Encuentra la ecuacion de la recta tangente a las siguientes funciones en el punto

indicado.

a) fx)=x% en x=2
b) f(x)=x3—1 en x=2

c) fx)=x34+2x en x=a

d) f(x)=\/% en x =1

) fx)=vx+8 enx=1

0 f(x)=vx—2 enx=6

2.6.3 Ejercicios

a) Si2x + 2y = 8 ademas % = 2, calcula %.
_ _ ce Ay _ dx -
b) Si+vx + ﬁ = 5 ademas i 3, calcula ” cuando x =1

c) Six?+y? =25 ademas % =5, calcula % cuandoy = 4

d) Siuna pelota se lanza verticalmente hacia arriba, su altura (en pies) una vez
que transcurren t segundos, esta dada por y = f(t) = 32t — 16t2. Encuentre

la velocidad instantanea al primer segundo y a los dos segundos.

e) El desplazamiento (en metros) de una particula que se mueve en linea recta

esta dado por la ecuacion del movimiento r(t) = tiz ,donde t se mide en




g)

h)
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segundos. Determina la velocidad de la particula en los instantes, t = 1y
t=a.

El costo (en ddlares) de producir x unidades de cierto articulo es:
C(x) = 4000 - 20x + 0.05x2.

i) Encuentra la razén de cambio promedio de C con respecto a x, cuando
se cambia el nivel de produccién de x; = 300ax, = 301
i) Encuentra la razén de cambio instantdnea de C con respecto a x, cuando

x = 300. ¢ Qué indica?

Los registros de temperatura en grados centigrados tomados entre las 0 y

las 24 horas, en una zona rural estan dados por la funcion:
f(x) = —0.2x* + 4.8x — 12.6

i) Encuentra la razén de cambio promediode t; = 10a t, = 12
i) Encuentra la razén de cambio promediode t; = 10at, = 11
i) Encuentra la razon de cambio instantdnea cuando t = 10hrs. ¢Qué

significa?

Una escalera de 8m de largo esta apoyada contra un muro vertical. Si su

base resbala horizontalmente lejos de la pared a 1?, écon qué rapidez

resbalara la parte superior de la escalera cuando su base esta a 5m del

muro?




Unidad 3. Derivada de

funciones algebraicas

3. Laderivada

En la unidad anterior, definimos la derivada de una funcién en el punto x = a
como:
_ fx)—f(a)
"(a) = lim——~2~~
f'(a) =lim o

xXx—-a

Siempre y cuando el limite anterior exista. Este también puede ser expresado
para obtener la derivada en cualquier punto x de la siguiente manera:
fO) —fla) _ fx+h) - f(x)

=lim——— = = lim
a-x XxX—a h—0 h

(a) — f(x)
a-x a—X
Recordemos que los significados de este limite se relacionan con la
pendiente de la recta tangente, la velocidad instantdnea y en general una razén de
cambio instantanea. En esta seccion se establecen las reglas de derivacion para

distintos tipos de funciones, como se muestra a continuacion.

3.2 Laderivada de funciones polinomiales

En general muchas de las funciones que modelan nuestro entorno a través
de ciertas reglas, por lo cual es de interés conocer la razon de cambio de las

variables involucradas, en otras palabras, es necesario obtener su derivada.

En esta seccion en particular desarrollaremos métodos para derivar

funciones de la forma:

f(X) =ay+ax+ CLZXZ + a3x3 + 4 apx™, a, #0
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A este tipo de funciones se les conoce como funciones polinomiales.
3.2.1 Laderivada de una constante

A la funcién polinomial de grado cero o la funcion nula, se les conoce como

funcién constante, siendo esta:

f(x) = a,

En este caso su derivada sera:

, .. Qo —Qp
P =l ==

Como podemos observar la derivada de una constante es cero. Para

entender mejor, consideremos el siguiente ejemplo:
Ejemplo 1

Consideremos que la relacién entre la calificacion de un examen que obtiene

un alumno del CCH y el tiempo de estudio en horas, esta dado por la funcion:
c(t) =3

Donde t es el tiempo de estudio en horas, la grafica de dicha solucién seré:

Cft)=3
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Como podemos observar, sin importar el tiempo dedicado al estudio la

calificacion de dicho examen sera siempre de 3.

Si queremos saber cual es la razén de cambio de la calificacidon con respecto
al tiempo al estudiar es claro que no hay ninguna variacion. Veamos, consideremos
la variacion promedio entre la cero horas de estudio y 4 horas de estudio, asi el
cambio de calificacion respecto del tiempo de estudio sera:

AC 3-3

—=_" -0
At 0-—4

En general:

Si f(x) =agconag €R, entonces f'(x) =0

3.2.2 Derivada de una funcion lineal
A la funcién de grado uno:
f(x)=ay+a;x,a; #0

También se le conoce como funcion lineal, la grafica de dicha funcién es una

linea recta de ordenada a, y pendiente a,.
Su derivada en cualquier punto x sera:
fla) = f(x)
a—Xx

f() = lim

ap+a,-a—(ay+ ax)

f'(x)=lim

a-x a—Xx

ap+a;-a—ay—ax

Fo= =
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S a;ra—ax . aya—x)
f'(x) = lim ——= = lim —— 2
a-sx  a—X a-x a—X

f'(x)=1lima; = ay
a-x

Como podemos observar hemos obtenido un resultado muy interesante y un
tanto obvio, la derivada de la funcion lineal es la pendiente de dicha recta, ya que
recordemos que la derivada de una funcion en algin punto de interés es la

pendiente de la recta tangente.
3.2.3 Derivada de cx™

Para derivar polinomios de orden superior n > 2 es de interés conocer la
derivada de funciones que tienen la forma f(x) = cx™ para cualquier punto x, ¢ # 0

Para entender mejor consideremos el siguiente ejemplo:
Ejemplo 1
Obtén la derivada de:
f(x) = 3x°
Solucion

Para ello consideremos que la derivada es:

fl(x)=1

a-x a

- fla@) - f(x)
m—
—x

Asi la derivada seréa:

3a® — 3x° 3(a —x)(a* + a3x + a®x? + ax® + x*)

VN L
f'(x) = lim ——— = lim
a>x  a—x a-x a—x

fl(x)= %l_igl(a‘* + a3x + a?x? + ax3® + x%)

ff(x)=3@x*+x3 x+x2-x%2 +x-x3+x%)
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/() =30*+x* +x* +x* + x)
f'(x) = 3(5x*) = 15x*

De manera general consideremos que estamos interesados en conocer la

derivada de funciones de la forma:

f(x)=cx™, c#+0yneN

von o fl@=f(x)
o= m Gl
Asi:
ey < i ca —cx"
fe)=lm——
) Ccla=x)(@ "+ a" x+a" 3x% + -+ ax™ 2 + x™ Y
f'(x)=lim -
a-x —_

fl(x) = Cllii‘fjlc(an_l +a" 2x +a"3x2 4t ax™ 2 4 x0T
Fl(x) =c(x™ T+ x™2x + x"3x2 4+ - 4 xx™72 + x™7 1)
) =c(x™ x4 x4 4 x4 4771

f'(x) = cnx™1

Este es uno de los resultados mas importantes ya que nos permite conocer

la derivada de expresiones de la forma f(x) = cx™, c # 0

4 )

Si f(x) =cx™
conn € Ryc # 0 entonces

f'(x) = enx™ 1
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Dicha regla de derivacion se verifica también para exponentes enteros,
fraccionarios e inclusive para numeros reales. A continuacion, presentamos algunos

ejemplos:
Ejemplo 2

Consideremos que deseamos conocer la derivada de f(x) = x~3 en el punto

x=1
Segun la definicion anterior la derivada en cualquier punto x sera:
fx) = —3x7371

f'lx)=-3x"%= —%

En particular si x = 1 la derivada sera:

’ _ 3 _
f(l)——W— 3

Este resultado puede verificarse, si se hace la derivada de la siguiente

manera:

f'(x) = lim = lim
a—x X a—x X —Qa
11 @y
3T 3 3,3
f'(x) = lim*¥=—% = = lim a~x
a>x x — 1 a>x X —a
=G —a?) 3_ 3
s &5 x3—a
f1e) = Ll_rg X I a Ll_r)r; a3x3(x —a)
F0) = — i (x —a)(x*+ax+a®)  3x?
X = (x —a)(a3x3) - x6
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La validez de dicha regla, también se puede extender a los numeros
racionales y en general a los numeros reales (Calculo 1) como se muestra en el

siguiente ejemplo:
Ejemplo 3

Consideremos que deseamos conocer la derivada de f(x) = v/x en el punto

x =4
Solucion
Asi, la derivada en cualquier punto x sera:

f(x) = 1imM: 1imM

a-x X —a x=3 X —a

_ (Vx—+a\ (Vx+Va\ X—a
f'(x) = lim = lim

ax\ x—a J\Vx+va) @& -a)(x+Va)
£60 = I 1 111 11,

x) = lim = ==X 2==x
axyx+vVa  2Vx 2 2

Lo cual nos proporciona evidencia adicional de su validez, ahora en @mbito
de los nimeros racionales, si x = 4 la derivada seré:
1

f’(4)=m=

AN

3.2.4 Laderivada de una suma.
Sea f la funcion suma de varias funciones dada de la siguiente manera:
fO)=p) +q() + -+ z(x)

Consideremos como ejemplo si p(x) = x3 , q(x) = 2x, r(x) =Vx

(s]V)
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Entonces:

flx)=x342x++x

Si queremos determinar la derivada de f(x) tenemos:

f'(x) = lim

a—-x

fl@) - f®)
a—x

L P@+a(@ +-2(0) — [pC) + () + -+ 2(0)]

f/() = lim —7

oy — o P+ 0@+ 2(@) —p@) — q() =+ — 2(¥)]

f/() = lim ~F

£ = lim [p(a) —p(0)] + [q(a) — q(x)] + - + [z(a) — z(x)]
aox a—x

f'G) = lim

lp(a) P 4@ -q() 2@ ~2()
a—Xx a—Xx a—Xx

f'x) = }lif}c <W> + lim (M) + -+ lim <M)

a-x a—Xx a-x a—Xx
Asi:
ff)=p' () +q (x)+ - +2'(x)

En otras palabras: La derivada de una suma es igual a la suma de las

derivadas.

4 )

Si f(x) =px)+ qx)+ r(x) + -+ z(x)

entonces su derivada sera:

ff)=p @)+ g+ rx)+ ..+ 2 (x)




Unidad Ill. La derivada de funciones algebraicas

Esto es, La derivada de una constante por una funcién es igual a la

constante por la derivada de la funcion.

Las constantes salen del signo de derivacion, al igual que ocurria en los
limites y lo mismo suceder4 en su momento con las integrales, hecho que

dejaremos pendiente para el proximo curso. (Calculo I1)

En base a las reglas de derivacion al momento, es posible determinar las

derivadas de manera mas sencilla e inmediata, como se muestra a continuacion:
Ejemplo 1

En el Ejemplo 1, de la seccion 2.5.1 se calcul6 la derivada de la funcion

f(x) = 3x? — 6x + 2 en el punto x = 3, utilizando la definicion:

f'(a) = lim [ = /(@)

Ahora utilicemos los resultados que hemos obtenido para derivar:
f(x) =3x%2—6x+2
Asi la derivada sera en cualquier punto x sera:
f'x) =(Bx?) = (6x)" +(2) =3(x*)" = 6(x)" + (2)’
f'(x) =32x)—6(1)+0=6x—6
En particular en x = 3 la derivada sera:
f'3)=63)—6=12

Es importante que el lector verifigue que dicha solucién, en efecto coincide
con la previamente determinada por definicién, y valore los beneficios de un método

comparado con el otro.
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Ejemplo 2

Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la funcion f(x) = x3 + 2x +vx

enelpuntox =1
Solucion

La funcion se puede expresar como:

1
fx) =x3+2x +x2

Asi, su derivada es:
fl(x)=3x2+2+=-x"2

') = 352 L
f'(x) =3x +2+2\/§

Dado que la pendiente de la recta tangente en el punto x = 1 es la derivada

evaluada en el punto, tenemos que su valor es

1
m=f'(1)=31)2+2+—==3+2+=-=—
£ =30 2V1 2 2

con £(1) = (1)® + 2(1) + V1 = 4 las coordenadas del punto por donde pasa son
(1,4). Asi la ecuacion de la recta tangente sera:

11
y—4=—-(&-1

20—4)=11(x—1)
2y—8=11x—-11

O bien: 11x -2y —3 =0
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3.2.5 Ejercicios

3.2.5.1 Encuentra la derivada de las siguientes funciones:

a) f(x)= Vx
b) f(x) = =

c) f(x)= 4x®+3x>+2x3+4

d) f(x) =x* —g=+3

e) f(x) = 4x® _;ﬁ"_ 3Vx?

f) f)=2x3+4x?—x1-x+4

3x3-5x24+7x-1

9) f(x) = =
3.2.5.2 Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la funcién en el punto
indicado
a) f(x)= Vx—x enx =8
— A 1 —
b) f(x)=x 2x+\/§ en x =1

¢ f(x)= 4x3+3x2-2x3+4 enx =0
1

d) f(x) =2x%—3=+3x enx =1

X

e) f(x) =x>—3x3-2x2-10 enx=2
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3.3 Laderivada mediante el cociente de incrementos

Uno de los significados de la derivada, es la pendiente de recta tangente a la
gréfica de una funcién en un punto dado, para obtenerla consideremos la figura:

1y

Jlx+h)

/677/ﬂ0

e x+h x
| h |

Como podemos observar se puede construir una secante, considerando un
pequefio incremento h para poder determinar su pendiente, la cual sera:

CfGaHR) = f)  fx+h) = f(x)
mS@C - -
x+h—x h

Para poder encontrar la pendiente de la recta tangente en el punto x, es claro
gue el incremento h debe tender a cero, asi la derivada sera:

= i [T @

3.3.1 Relacion entre la derivada por cociente de incrementos y el limite
de Fermat.

En las secciones previas, definimos la derivada de una funcién como:

v fl@) = f(x)
Fo=lin =

Siempre y cuando el limite anterior exista. Dicho limite también se conoce

como el limite de Fermat.
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Consideremos que podemos hacer h = a — x, de lo anterior se desprende
que:

1) a=x+h

2) Cuando a — x, h = 0 como se observa en la figura.

De manera que, al sustituir la derivada queda como:

00— i [ E T =@

h—0 h

Como podemos observar es el limite que encontramos con anterioridad.

Veamos de qué modo es posible obtener la derivada de una funcién mediante este
limite.

3.3.2 Ejemplos de Derivadas.
Ejemplo 1

En la secciobn anterior se encontr6 la derivada de la funcion
f(x) =3x% —6x + 2 en el punto x = 3.

En particular si aplicamos la definicién:

10y — pim LE D = £

h—0 h

La derivada sera:

3(x+h)2—6(x+h)+2—[3x? — 6x + 2]
h

f'(x) = lim

, ~ 3x%2+6xh+3h%?—6x—6h+2—3x2+6x—2
f(x)=}lm(1) -

6xh + 3h% — 6h
h

f'(x) = lim
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o = i h(6x+3h—6)_l_ 6 3h—6
f'(x)= hl_r)I(l) A = hlir(l)( x + —-6)
f'(x)=6x—6

Como podemos observar hemos obtenido la misma derivada que en el

ejemplo citado
En particular si x = 3
3)=6(3)—6=12

Lo cual coincide con el resultado obtenido con anterioridad, es importante
observar las marcadas diferencias de las maneras de obtener la derivada de una

funcion.
En general este limite es el mas utilizado para estimar el calculo de derivadas.
Ejemplo 2
Encuentra la derivada de:
flx) =x°
Solucién

Como hemos visto la derivada es:

fx+h) - f(x)

o=
1o = 1 (x+h)3—x3
feo=in =
1o = 1 x3 + 3x%2h + 3xh? + h3 — x3
e =lim ;
1o = 1 3x*h +3xh* + h* . h(3x? + 3xh + h?)
fix)= hl_r)r(l) h = hl_l’)r(l) A
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f'(x) = }lirré(sz + 3xh + h?)

f'(x) = 3x?

Como podemos observar para estimar limites mediante esta definicion, es
necesario conocer la expansion del binomio (x + k)", una forma posible, mas no la

Unica es mediante el triAngulo de pascal.

1 3 3 1
1 46 41
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 3 21 7 1
L 8 28 56 70 56 28 8 1

Este se construye siguiendo un patrén como el que se muestra en la figura
de arriba. Se comienza desde la cuspide con el nimero uno y se van sumandos los

nameros del renglon anterior colocando la suma por debajo de cada renglon.

Este triAngulo nos proporciona los coeficientes de la expansiéon binomial, por
ejemplo, el renglén quinto nos da los coeficientes de la expansién del binomio

elevado a la cuarta potencia como sigue:
(a+ b)* = a* + 4a®b + 6a*b? + 4ab3® + b*

Observe los patrones de regularidad en las potencias de los términos a 'y b
mientras las potencias de a decrecen, las potencias de b van creciendo, con suma
de sus exponentes constante de cuatro, en los cinco términos del desarrollo

binomial.
Ejemplo 3

Calcula la derivada de 3x°.
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Nota: la derivada de esta funcién fue resuelta en el ejemplo 1 de la seccion
3.2.3

Solucién

La derivada es:

ey = iy LT D=

o) 3(x + h)> — 3x°
Fe=im=——r

Para desarrollar el binomio usamos el triangulo de pascal

3(x> + 5x*h + 10x3h? + 10x2h3 + 5xh* + h®) — 3x°

6=l :

) ~ 3x® + 15x*h + 30x3h? + 30x%h3 + 15xh* + 3h° — 3x°
f(x)=lim

h-0 h

ey i 15x*h + 30x3h? + 30x2h3 + 15xh* + 3h°
fe=lim 7

, _ h(15x* 4+ 30x3h + 30x%h? + 15xh® + 3h*)
6=l :

f'(x) = }lirré(15x4 + 30x3h + 30x2h? + 15xh3 + 3h*)

f'(x) = 15x*

Es importante que el lector verifique la solucién que se ha encontrado y la

compare con la solucion previa.
Ejemplo 4

Encuentra la derivada de f(x) = vx
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Solucioén

La derivada es:

= i [T @

VxR —x

= =g

ooy VEFR=VE FF R+ Vx
F 0= e

o) = 1 x+h—x i h
N T P S R PO

11
P = O Thevs Vitve Vs

Ejemplo 5
Encuentra la ecuacion de la recta tangente a f(x) = Vx en el punto x = 1
Solucién

La derivada es:

0 — pim LEH D = £

h—0 h

3 +h_3
=

1 1
o) = i (x + h)3 —x3
f1e0) = lim————

Para calcular este limite recordemos que:

a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b?)

70
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1 1
Si consideramos a = (x + h)3 y b = x3 tenemos que:
1 1 2 1 1 2
xX+h—x= ((x + h)3 — (x)3) ((x + h)3+ (x)3(x+ h)3 + (x)3>

Despejando obtenemos:

1 1 h
(x+h)3—(x)3=

(x + h)% + (x)%(x + h)% + (x)é

Asi el limite queda.

h
33 z T T2
F1x) = 1imw i ZE 3 4 ()30 + h)3 + ()3
h-0 h—0 h
. 1
f'(x) = lim > -

h—-

0 Ed L 1 2
(x+h)3+ (x)3(x + h)3 + (x)3

1
f'(x) = 2 1 1 2
()3 + (0)3(x)3 + (x)3

, 1 1
&) =2——F—=3="=
x3 4+ x3+x3 3x3
£ = —
x:
33Vx?

Una vez obtenida la deriva es posible encontrar la pendiente de la recta

tangente en el punto x = 1

11
31z 3

m=f'(1) =

Con f(1) = ¥1=1, tenemos que el punto de tangencia es (1,1), asi la

ecuacion sera:
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y—1=:(x-1) — x-3y+2=0
3.3.3 Ejercicios

3.3.3.1 Encuentra la derivada usando la definicion

00— i [ E T =@

h—0 h

Para las funciones:

a) f(x)=2x*
b) f(x) =2x-3
c) f(x) =-3x—-3

d) f(x)=x2+2x

e) f(x)=x?>—4x+3
f) fl)=—32°—x
g) f(x) =x3—2x2%—4x
h) f(x) =x°

) f(x)=(x+5)?

D f)=@k-1°

k) fx)=—

) fG) =22

m) f(x) =V3x+1
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3.4 Laregla de la cadena.

Si f(x) es una funcidn compuesta, esto es, una funcion formada por la
composicion de dos funciones, para entender mejor consideremos que si h(g) =

g3y g(x) = 2x + 1 entonces f = g o h sera:

fO) = @2x+1)°

Resulta que la derivada de la funcion compuesta es el producto de las
derivadas de f y g. Este hecho es uno de los mas importantes de las reglas de

derivacion y se llama regla de la cadena, en otras palabras, si f = g o h la derivada

sera:
, df dhdg
fx) = P @E
Si deseamos conocer la derivada de f con respecto a x, entonces:
dh dg
_— = 2 = —_ 2 _— =
dg 3g 32x—-1) y I 2
Asi:
d
fre)=—-(2x— 1)° = [3(2x — 1)*1(2)
f'(x) =6(2x—1)°
Notacion

En ocasiones es mas sencillo utilizar la llamada notaciéon de Leibnitz:

d
Fe=2

ya que nos permite observar respecto de que variable estamos derivando como

podemos observar.
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En general:

/ Regla de la cadena \

Si f es una funciéon compuesta f = g o hy g como h son derivables*

Entonces la derivada de f(x) = g(h(x))
f'ex) = g'(h(x)) - h'(x)
K * g derivable en h(x) y h derivable en x /

Ejemplo 1

Encuentra la derivada de

f(x) =+/x3—-3x2+1
Solucién

Esta funcién puede expresarse como:

flx) = (x3—3x%+ 1)%

Por lo que su derivada sera:

1 1d
) = = (53 — 242 -5 3 _ 9,2
f(x)—z(x 3x*+ 1) de(x 3x“+1)

Fi(x) = 5 (= 3 + 172352 — 63)

(3x% — 6x)

fl(x) = T
2(x3 —3x24+1)2
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(3x% — 6x)
Va3 =3x2+1

! X) =
f(x) 5
Ejemplo 2

Encuentra la ecuacion de la recta tangente a f(x) = (x2 + x)> en el punto

x=0
Solucioén

f'(x) =5(x%+ x)“j—x(x2 + x)

f'(x) =5+ D*2x + 1)
La pendiente de la recta tangente es la derivada en el punto x = 0. Asi:
m = f'(0) =5(1)*(1) =5

El punto de tangenciaesx = 0yy = f(0) = (0)° = 0 por lo que la ecuacién
de la recta tangente sera:

y—0=5x-0)
5x—-y=0

De manera general

4 )

Derivada de una funcién elevada a una potencia

Si f(x) = (g(x))", suderivada usando la regla de la cadena sera:

f'G) =nlgGx)N" - g'(x)
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3.4.1 Ejercicios
3.4.1.1 Encuentra la derivada de:

a) f(x)=23x-1*

b) f(x) = (x° +4)?

c) f(x)=(x*—-x)°

d) f(x) =v2x -3

e) f(x) =V-3x-3

f) f(x)=@x*—4x+3)™*

9) f() = o5
h) f(x) = Y/ +3)3
) ) =Yl —1)?

) flx) =y +2)3

3.5 Laderivada de un producto y un cociente de funciones

Existen algunas funciones que estan expresadas como un producto o

cociente, como se muestra a continuacion:

x+1
xZ

fX)=xv2x+1 o f(x)=

Este es un problema complejo si estamos interesados en conocer la derivada

mediante alguno de los limites antes citados.
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3.5.1 Laderivada de un producto
Por ello propongamos una funcién que es el producto de dos funciones
f&x) = g(x)-i(x)
La derivada de sera:

= i [ =T

von g+ R)i(x + h) — g(x)i(x)
)= i

Sumemos un cero

o) = i glx+h)i(x+h)—gx)i(x) + glx + h)i(x) — g(x + h)i(x)
f16o=lim :

Esto permite agrupar de la siguiente manera

mg(x +Mlilx+h) - i) +i)[gx +h) —g(x)]

f'(0) = lim .
f'G)=lim g(x + ) [i(x + h})l —i(x)] e [g(x + h})l —g(®)]

Al tomar el limite tenemos que:
fr(x) = gx)i'(x) +i(x)g'(x)
La expresion anterior nos permite derivar un producto de funciones.

Si usamos la notacion de Leibnitz la expresion anterior también se puede

expresar de la siguiente manera:
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d d
frx) = g(x)ai(x) +i()729(0)

La derivada de un producto de dos funciones es igual a la primera por

la derivada de la segunda, mas la segunda por la derivada de la primera.
Ejemplo 1
Encuentra la derivada de:

f(x) =xvV2x +1

Solucioén

Aplicando la relacion anterior:

'(x) = Yy Y g
fx—xdx x b dxx

f'(x) =x (% (2x + 1)%‘1 j—x (2x + 1)) +V2x +1-(1)

fl) =x ((2x + 1)%) VI

f'x) = +V2x+1

X
V2x +1
Sumando las fracciones para simplificar:

x+(2x+1)

SO ==

3x+1
V2x + 1

f'x) =
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Ejemplo 2

La posicion de un objeto en metros que se desplaza en el tiempo a partir del

4t2

-—. Calcula su velocidad al
te+1

primer segundo estd dada por la expresion f(t) =

tiempo t = 3s
Solucion
f(t) = @t (> + D™

Asi la velocidad de la particula al tiempo t sera:
) d _ . d
f@=v'(t)=0@t>)- >+ D"+ (> + D71 (4t?)
dt dt
d
v'(t) = —(4t2) (2 + 1)-2E(t2 + 1)+ (% +1)71(80)

(4’2o 8t 8t3 8t
Oy tErD T @ T @ D

Sumando las fracciones para simplificar tenemos que:

‘@ = —8t° +8t(t* +1) —8t>+8t>+8t
TWETTE T T T @+ 12

Asi la velocidad es:

8t

v =Ere

La velocidad a los tres segundos sera:

8(3 24 m
(3) =24—

v =G sz - 100 s

Es muy comun recurrir a la siguiente notacién, para expresar la derivada de

un producto de dos funciones.
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~

Haciendou = g(x) y v =i(x) entonces u' = :—xg(x) y v' = :—xi(x)

Asi la derivada de un producto de funciones se puede expresar como:

a(u-v)zu-v’+v-u’

\_ ,/

3.5.2 Laderivada de un cociente de funciones.

Determinemos ahora una relacién que nos permita establecer la derivada de

un cociente de funciones:

i(x)
g(x)

fx) =

Para ello sabemos que:

=GP 1@

Asi:

i(x+h) i(x)

pon g +h) g
o= im

Al sumar la fraccién obtenemos:

i(x+h)g(x)—glx+h)i(x)
£G) = lim glx+ :)g(x)

Sumando un cero;

£(x) = lim i(x+h)gx) — glx+h)i(x) +i(x)g(x) —i(x)g(x)
YT hg(x+ h)g(x)
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Se puede agrupar de la siguiente manera:

g)[ilx + h) —i()] —i()[g(x + h) — g(x)]

Fo=n R g+ Wg()
£1(x) = lim g(x) [i(x+h)— i(x)]l Cim i(x) [g(x +h) — g(x)]
 ro0g(x + g (x) h h=0 g(x + h)g(x) h

Al tomar el limite:

g(x) i(x)

'@ = e ™

f®) = 9@

Asi la derivada de un cociente de funciones sera:

_9)i'(x) — i(x)g'(x)
L9 (0)]?

f'(x)

Lo anterior se entiende usualmente como: “La derivada de un cociente es
igual, a la de abajo por la derivada de la de arriba menos la de arriba por la derivada

de la de abajo, dividido entre la de abajo al cuadrado”.
A continuacion, presentamos algunos ejemplos:
Ejemplo 1
Encuentra la derivada de

4x?
x2+1

fl) =

Solucién

Aplicando la relacion obtenida tenemos:
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d d
(% + 1) 7= (4x2) — 4x? = (o6 + 1)

F1G0) = )
oo =87 1)[32’:) - x?(2)
g =B

£ = [ST"H

Recomendamos al lector revisar el Ejemplo 2 de la seccién 3.5.2.
Ejemplo 2

Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la funcién en el punto x = 1

f(x)=x+1

Solucioén

La derivada es:

G+ DM - D ZG+D)
[x + 1]?

f'x) =

-1
[x + 1]2

f'x) =

Asi la pendiente en el punto x = 1 es:

-1 1

[L+12 4

fr) =

El punto de tangencia esta ubicado en P(1,f(1))
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1

1
fW=177=3

Asi el punto de tangencia es P (1, %)

Al sustituir en la ecuacion punto pendiente de la recta obtenemos:

y—y1 =m(x —xq)

1 1 L
y—5=—7-1
Multiplicando por 4:

4y —2=—(x—-1)

4y —2=—x+1

x+4y—-2-1=0

x+4y—-3=0
3.5.3 Ejercicios
3.5.3.1 Encuentra la derivada de:
a) f(x) =(@8x+3)(2x—-5) K) F(x) =
b) f(x)=@Bx+2)(x%—7x+4). x2+1 i
0) f() = (2 —50)(x? +x+1) ) e =(=)

d) f(x)=(3Bx3-9)(x?+3)

2-2x2\*
e) f(x)=>5x*(x?—3x+1) m)f(X)—( )

) fx)=x?Qx+1)3 n) f(x) = 23,’:
g9) f(x)=(5x—4)°(3x - 2)° (2x-1)*
h) f(x)=x+x(x—1)4 0) f)="a0
) f) =5 =

D ofeo =2
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3.5.3.1 Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la funcion:

a) f)=2x—-1)Bx+2) en x=0
b) f(x)=Q2x)(x—2)* en x=1
c) fx)=((x+2)(2x—1)3 en x=-2

d) f(x) =

x2+1

en x=1

1-x

e) f(x)=(—)3 en x =1

1+x




Unidad 4. Comportamiento
Grafico y problemas de

optimizacion

4.1 Crecimiento y decrecimiento de una funcion

Una funcion es creciente siempre que la pendiente de la recta tangente sea
positiva, mientras que ésta sera decreciente si la pendiente de la recta tangente es

negativa, como se puede apreciar en la siguiente figura:

m>0
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Como podemos observar la pendiente de la recta tangente es positiva en
todo el intervalo donde la funcion es creciente, mientras que la pendiente de la recta
es negativa en todo el intervalo donde la funcion es decreciente, dado que la

pendiente y la derivada estan relacionadas podemos afirmar:

1. Sif'(x) > 0 entodo un intervalo la funcién sera creciente en ese intervalo.

2. Sif'(x) < 0 entodo un intervalo la funcion sera decreciente en ese intervalo.
Por ejemplo, si tenemos la funcién:
f(x) = 2x® — 3x* — 12x + 10

Es posible encontrar sus intervalos de crecimiento, para ello establezcamos

en primer lugar el valor de su derivada es:
fl(x) = 6x% — 6x — 12 =6(x*—x—2)
Que se puede factorizar como:
f'tx)=6(x—-2)(x+1)

Los valores x = —1 y x = 2 son los puntos criticos de la funcion que hemos
obtenido al derivar, en otras palabas, alrededor de estos valores existe un cambio
en el signo de la derivada por lo que podemos observar el comportamiento de esta
mediante la siguiente tabla:

Intervalo Valor de la derivada f'(x) en el f'(x)|La funciobn f es
intervalo. Tomamos un valor en el creciente o decreciente
intervalo.

(—o0,—1) | f'(2) = 6(=2)%2 — 6(—2)— 12=24 | + | Creciente

(-1,2) f(0) = 6(0)2 — 6(0) — 12 =-12 — | Decreciente

(2,0) f'(3) = 6(3)2 — 6(3)— 12 =24 + | Creciente
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Notemos que la tabla es de mucha ayuda para poder determinar los

intervalos de crecimiento.
4.1.1 Valores maximos o minimos locales

Es importante para poder obtener la grafica de una funcion los valores
maximos y minimos locales, para entender consideremos la siguiente figura:
Yy

m=10

\

Como se puede observar en los puntos donde la funcion tiene un maximo o

un minimo locales, la pendiente de la recta tangente es igual a cero.

En general los valores maximos y minimos de una funcién se pueden obtener

al resolver la ecuacion:
f'(x)=0

En el ejemplo que venimos trabajando con: f(x) = 2x* — 3x* — 12x + 10
tiene su valor maximo y minimo cuando su derivada f'(x) = 6x? — 6x — 12 es

igual a cero, en otras palabras:
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6x2 —6x — 12=0

Cuya solucién es x = —1y x = 2, en estos puntos la derivada es cero por lo
tanto la pendiente de la recta tangente en ellos es cero, a estos puntos se les llama

Puntos criticos.

Debemos notar que en los puntos criticos es en donde la funcién puede tener
ya sea un valor maximo o valor minimo. Para saber si en un punto critico existe un

valor maximo o un valor minimo es necesario establecer ciertos criterios.
4.1.2 Criterio de la primera derivada

Para poder establecer un criterio que nos permita decir cual de los puntos
criticos de una funcion corresponde a un maximo o a un minimo consideremos la

siguiente gréfica:

m>0

8}
o

-0.5 0 05

Como podemos observar, en x = —1 hay un maximo local y alrededor de

este punto las pendientes de las rectas tangentes pasan de ser positivas a
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negativas, mientras que en x = 2 hay un minimo local y alrededor de este punto las

pendientes de las rectas tangentes pasan de ser negativas a positivas.

En otras palabras, si una funcidn pasa de ser creciente a decreciente
alrededor de un punto critico en dicho punto habra un valor maximo, mientras que,
si una funcion pasa de ser decreciente a creciente en un punto critico, en él habra

un valor minimo.
Ejemplo 1.

Determina los puntos criticos de la funcién f(x) = x® y determina si estos

corresponden a un valor maximo o minimo.
Solucién

La derivada de la funcién es f'(x) = 3x2, para encontrar los puntos criticos
debemos saber cuando la primera derivada es cero, esto significa que debemos

resolver la ecuacion:
3x2=0
Es claro que la Unica solucion de esta ecuacion es el punto x = 0

¢,Hay en el punto critico x = 0 un maximo o un minimo? Para dar respuesta a esta
pregunta utilicemos lo aprendido, veamos los intervalos de crecimiento alrededor

del punto x = 0

Intervalo | Valor de la derivada f'(x) en el | f’(x) | La funcion es creciente o
intervalo. decreciente
(—,0) f'(-1) = 3(-1)?>=3 + | Creciente
(0, ) f'(1)=3(1)?%=3 + | Creciente
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No hay un cambio de creciente a decreciente o viceversa. La funcioén siempre

es creciente.

Esto significa que no podemos asegurar que la funcion tenga un valor

méaximo o minimo. Para ver que ha pasado observemos la gréfica de la funcion:

»

4

y

2

Como podemos ver la funcién tiene un cambio de concavidad, es decir la

funcién tiene un punto de inflexion en x = 0

De manera general:

/ Criterio de la Primera Derivada \

Suponga que x, es un punto critico de una funcion f(x), estoes f'(x,) = 0
entonces:

1. Si f'(x) cambia de positiva (+) a negativa (—) en x,, entonces f(x) tiene
un maximo local en x.

2. Si f'(x) cambia de negativa (—) a positiva (+) en x,, entonces f(x) tiene
un minimo local en x,.

3. Sif’(x) no cambia de signo alrededor de x,, entonces f(x) no tiene

maximos ni minimos locales en x,.

. /
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Determinar los valores maximos, minimos locales, intervalos de crecimiento

para la funcion:
1
f(x)=zx*—x*+3

Solucién

Para encontrar los valores maximos y minimos es necesario encontrar los
puntos criticos de la funcion, estos se obtienen cuando la derivada es igual a cero,

por lo que resolveremos la ecuacion

2 f0=0
dxf X =
En nuestro problema:
fl(x) =x? —2x

Dado que los puntos criticos de la funcién ocurren cuando la derivada es cero

debemos resolver:
x2—-2x=0
Factorizamos la ecuacion y tenemos que:
x(x—=2)=0
Por lo que las soluciones de la ecuacion son:
x=0y x=2

Hemos encontrado dos puntos criticos de la funcidn, para saber si estos
corresponden a un maximo o minimo, utilicemos el criterio de la primera derivada,

para ello nos auxiliamos de la siguiente tabla:
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Intervalo | Valor de la derivada f'(x) en el intervalo. | f'(x) £(x)

(—0,0) f'(-1)= (-1)?-2(-1)=3 + Creciente
(0,2) ()= 12-2(1)=-1 — | Decreciente
(2, 0) (3= (3)?%*-23)=3 + | Creciente

Donde se desprende que:

a) Como la funcién f(x) cambia de creciente a decreciente en el punto x =0
podemos afirmar que en x = 0 la funcién tiene un valor maximo.

b) Como la funcion f(x) cambia de decreciente a creciente en el punto x = 2
podemos afirmar que en x = 2 la funcidn tiene un valor minimo.

c) La funcién es creciente en los intervalos (—,0) y (2, )

d) La funcién es decreciente en el intervalo (0,2)

Para poder tener una mejor aproximaciéon a la gréfica de una funcion es

necesario conocer también los intervalos de concavidad de la funcion:
4.1.3 Concavidad de una funcion y puntos de inflexion

Para obtener los intervalos de concavidad utilizaremos a la segunda derivada

continuando con el ejemplo anterior, la gréfica de la derivada f'(x) = x? — 2x es:

y

flx)=x*-2x




Unidad IV. Comportamiento Gréfico y Problemas de Optimizacion

Como se puede observar:

La funcion derivada es decreciente en el intervalo (—,1) por lo que la
derivada de esta funcion o segunda derivada sera negativa en dicho intervalo
y por ello la funcion seré concava hacia abajo.

La funcion derivada es creciente en el intervalo (1, ) por lo que la segunda
derivada sera positiva y por ello la funcién sera concava hacia arriba en dicho

intervalo.

. ., ;g ., 1
A continuacion, presentamos la grafica de la funcion f(x) = 5x3 —x%+3

4

3

=3
l_7
FO =3
2 5
f@=3

-1 0 1 2 a 4

f(x) =§x3—x2+3

Como podemos observar la grafica de la funcién corresponde con todos los

elementos que hemos estimado. De manera general:

-

~

Prueba de Concavidad

Si f""(x) > 0 paratodo valor de x en un intervalo, entonces la grafica de f(x)
es concava hacia arriba en el intervalo.
Si f""(x) < 0 paratodo valor de x en un intervalo, entonces la grafica de f(x)
es céncava hacia abajo en el intervalo.

J
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El punto x, donde la funcién cambia de concavidad recibe el nombre de

punto de inflexion y se obtiene al resolver la ecuacion:

f'x)=0
Y que exista un cambio de signo en la primera derivada para tales puntos.
4.1.4 Criterio de la segunda derivada.

Otra aplicacion de la segunda derivada es que nos permite obtener un criterio

para encontrar los valores maximo y minimo de una funcion.

/ Criterio de la Segunda Derivada \

Suponga que X, es un punto critico de una funcién f(x), estoes f'(xy) = 0 y que
f sea derivable en un intervalo abierto que contenga a x, entonces:

1. Sif"(xy) > 0 entonces f(x) tiene un valor minimo en x,
2. Sif""(xy) < 0 entonces f(x) tiene un maximo local en x,.

\ 3. Sif"(x,) =0 entonces x, es punto de inflexion /

Ejemplo 1

Determinar los valores maximos, minimos relativos, puntos de inflexion,

concavidad para la funcion:
flx) = —2x3 —3x% + 12x + 2
Solucién

Para encontrar los valores maximos y minimos es necesario encontrar los
puntos criticos de la funcién, estos se obtienen cuando la derivada es igual a cero,

por lo que resolveremos la ecuacion

fx)=0
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En nuestro problema
f'(x) = —6x% — 6x + 12

Por lo que debemos resolver la ecuacién —6x? — 6x + 12 =0

—6(x*+x—-2)=0
Asi tenemos que:

x+2)(x—1)=0
Por lo que las soluciones de la ecuacion son:

x==-2Yy x=1

Hemos encontrado dos puntos criticos de la funcion, para saber si estos
corresponden a un maximo o minimo, utilicemos el criterio de la segunda derivada.

Derivando nuevamente encontramos:
f'"(x) =—-12x—6
Al evaluar en los puntos criticosx = -2 y x=1

f'(=2) = —12(-2) — 6 = 18
(1) = -12(1) — 6 = —18

Por lo dicho anteriormente concluimos que:

1. Lafuncion f(x) tiene un valor minimo en x = —2

2. Lafuncién f(x) tiene un valor maximoen x = 1

Determinemos ahora los puntos de inflexién de la funcién, para ello debemos

encontrar cuando la segunda derivada es igual a cero. Es decir, debemos resolver
la siguiente ecuacion:

f'x) =0
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En nuestro caso la ecuacion es:
—12x—-6=0

Resolviendo la ecuacion:

Es en este punto donde tendremos el Unico punto de inflexion de la funcion

es decir la funcion tendra un cambio de concavidad.

Ahora solo nos falta determinar los intervalos de concavidad. Para ello
recordemos que si la segunda derivada de la funcién es positiva entonces es
concava hacia arriba, y si la segunda derivada de la funcién es negativa entonces

la funcién es céncava hacia abajo, para ello ayudémonos de la siguiente tabla

Intervalo Valor de la derivada f''(x) en el f7(x) f(x)
intervalo.
(_Oo _1) f'"(=2) =-12(-2)-6=18 + | Coéncava hacia
C 2 arriba
(_1 oo) f'(1)=-12(0)—6=-6 — | Céncava hacia
’ abajo

A continuacion presentamos la gréfica de la funcion:

T 17
18 Y
15
12
1= 1 °
= r(-2)- -3

f(=2)= —18

@A) =9

heposaovond

BRIDDRONIOOONGALAN S
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4.2 Problemas de Optimizacion

Existen muchos problemas que requieren encontrar los valores 6ptimos, por
ejemplo, ¢ Cual es el valor que produce costo maximo o minimo por la venta de
algun articulo?, ¢Cual es la cantidad de sustancia que debe tomar un deportista
para tener su maximo rendimiento?, etc., si podemos establecer una funciéon que
relacione las variables de interés es posible mediante la herramienta del calculo

encontrar los valores que optimizan dicha funcién.

Ejemplo 1

De una lamina de 120cm x 75cm, se desea construir una caja sin tapa, del
mayor volumen posible, recortando cuadros iguales de las esquinas de la lamina 'y

doblando hacia arriba las salientes para formar las caras laterales
Solucién

Debemos cortar los cuadros como se muestra en la figura:

Ahora, escribiremos el volumen de la caja como funcion del lado x que
cortaremos. El volumen de la caja es igual al producto del area de la base por la

altura, en nuestro problema el area de la base esta dada por la expresion
A(x) = (120 — 2x)(75 — 2x)

A(x) = 9000 — 390x + 4x?
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En este caso al doblar las esquinas es claro que la caja tendra una altura x,

es decir:
V = Ax
Sustituyendo la expresion para el area encontramos:
V(x) = (9000 — 390x + 4x2)x
V(x) = 9000x — 390x2 + 4x3

Esta es la expresion para el volumen de la caja como funcién del tamafio de
los cortes. Para determinar los valores maximos y minimos de esta funcién es

necesario derivar e igualar a cero para obtener los puntos criticos.
V'(x) = 9000 — 780x + 12x?
Igualando a cero para encontrar los puntos criticos de la funcion tenemos:
9000 — 780x + 12x% = 0

Para resolver la ecuacion, utilizaremos la formula general:

—b + Vb2 — 4ac
X =
2a

En nuestro problema:
a=12 b=-780 ¢ =9000
Por lo que las soluciones de esta ecuacion son:
x1 =50 x, =15

Recordemos que si evaluamos los puntos criticos en la segunda derivada

tendremos:

f""(x) = =780 + 24x
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Al evaluar en los puntos criticosx =50 y x =15

£"(50) = —780 + 24(50) = 420
F"(15) = —780 + 24(15) = —420

Por lo que podemos concluir que:

1. Hay un minimo en x = 50

2. Hay un maximo en x =15.

Es decir, cuando hacemos un corte de 15cm para hacer la caja tenemos que

el volumen maximo es:
V(x) =9000x — 390x2 + 4x3
V(15) = 9000(15) — 390(15)? + 4(15)3
Viax = 60750cm3
Vinax = 60.751t
Ejemplo 2

Un productor dispone de 600 hectareas aptas para sembrar. Sabe que la
ganancia total G en $ que obtendra de su produccién va a depender del nimero de

hectareas sembradas x, de acuerdo con la expresion:
G(x) = 2000x — 2x?
a) Calcula cuantas hectareas deberia sembrar para obtener maxima ganancia.

b) ¢ Cuanto disminuiria su ganancia si sembrara las 600 hectareas disponibles?
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Solucioén

a) Para determinar la méxima ganancia derivemos la funcion G con respecto a

la variable x:
G'(x) = 2000 — 4x
Igualando a cero para encontrar los puntos criticos encontramos:
2000 —4x =0
Resolviendo la ecuacion tenemos:

_2000
x = =

Este valor de x maximiza o minimiza la funcién G. Para determinarlo

utilicemos el criterio de la segunda derivada.
G'(x)=—4

La segunda derivada siempre es negativa para cualquier valor de x, por lo

que tenemos un valor maximo en x = 500

Lo cual significa que si sembramos s6lo 500 hectareas de las 600 hectéareas

gue se disponen obtendremos una ganancia mayor.

b) Para calcular en cuanto disminuiria la ganancia primero debemos ver cual es
la ganancia por 500 hectareas y después restar la ganancia que se obtiene

al sembrar 600

100
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Para 500 hectareas:
G(x) = 2000x — 2x?
G(500) = 2000(500) — 2(500)?2
G(500) = $500 000
Para 600 hectareas:
G(x) = 2000x — 2x?
G(600) = 2000(600) — 2(600)?2
G(600) = $480 000
Por lo que si se siembran las 600 hectareas la ganancia disminuiria en total:

G(500) — G(600) = $500 000 — $480 000 = $20 000

Ejemplo 3

Sobre la orilla de un rio se desea alambrar una superficie rectangular de 10

hectéreas. ¢ Cuales son las dimensiones que debe tener el rectdngulo para que el

costo por alambrar sea minimo? Si el alambrado se construye con 5 hilos y el rollo

de 1.000 m vale $35 calcula ademas el costo del alambre necesario. Nota: No se

alambra el lado junto a la orilla del rio.

Solucioén

Veamos la siguiente figura:
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Rio

Como tenemos 5 hilos, la cantidad de alambre sera entonces
p=10x+5y m

El costo total sera la cantidad de alambre por lo que cuesta, si sabemos que

. . 35 §
el costo es de $35 por cada mil metros, es decir Too5 - EN nuestro problema la

funcioén costo es:

C = (10x + 5) (35)$
= GOV 1000/ m
cetlwi 1
~20° T 10” )

Esta ecuacion representa el costo por alambrar el terreno como funcion de

los dos lados. Considerando ademéas que:
A=xy
Como el area es de 10 hectareas, o bien 100 000 m?, tenemos:
xy = 100 000

Despejando a y se obtiene:

~ 100 000

y=—07 (2)

102



Unidad IV. Comportamiento Gréfico y Problemas de Optimizacion

Sustituyendo este valor en la ecuacion (1)

1T
=20 " 207

o7 +7(100000>

20 T2\ «

C()_7 , 17500
X _ZOx

Esta expresién nos dice el costo por alambrar como funcién del lado x. Para
determinar el costo minimo derivemos esta funcion.
7 17500

C’(X) =%— 2

Igualando a cero para conocer los puntos criticos tenemos:

7 17500 —0
20 x2

727 — (2017500 _
20x2 N

Esta expresion es cero si el numerador es cero, es decir;

7x% — (20)17 500 = 0

f20(17 500)
X= |[————
7

x = 223.607m

Veamos si este es maximo o minimo.

. 2(17 500)
C"() =———
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Es claro que al evaluar el punto x = 223.606 el resultado de la segunda
derivada sera positivo ya que el cociente sera positivo, por lo que podemos afirmar

que en este valor de x tenemos un minimo.

Solo falta determinar la longitud del lado y para ello evaluemos este valor de

x en 2.

100000
y =

X

_ 100000
Y =223606 e

Asi, las dimensiones para el rectangulo de minimo costo son:

x = 223.606m ; y = 447.213m

Si deseamos obtener el costo total sustituimos estos valores en la ecuacion

(1)

7T
~20° T10”

7

C =
20

7
(223.606) + 5+ (447.213)

C = $156.525

4.3 Razdn de Cambio

Como hemos mencionado con anterioridad el concepto de razon de cambio
se refiere a la medida en la cual una variable se modifica con relacion a otra. La
razon de cambio compara dos variables, la mas comun es la velocidad que es una
razon entre distancia y tiempo, existen muchos problemas donde es importante
conocer como cambia una variable con respecto a otra. A continuacion, se

presentan algunos ejemplos.
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Ejemplo 1

Laley de Boyle para los gases ideales establece que a temperatura constante

el producto de la presion P por el volumen V es una constante k. Es decir, PV =k

Si la presién para un gas ideal como funcion del tiempo t est4 dada por la
expresion: P(t) = 15 + 2t% cm hg (centimetros de mercurio) y el volumen inicial es
de 20cm3. Determina la razén de cambio del volumen V con respecto al tiempo t a

los 10 segundos.
Solucion

Debemos determinar la razén de cambio del volumen respecto al tiempo lo

gue significa que debemos encontrar:

dav
dt
Para ello usaremos la ley de Boyle PV = k, y la derivaremos de ambos lados

de la igualdad con respecto al tiempo, es decir:

d(Pv) dk
dt  dt
El término de la izquierda se deriva como un producto de funciones mientras que el

término de la derecha es la derivada de una constante, por lo que obtendremos:

P v oo
dt dt
Despejando obtenemos:
dv v dpP 1
dt  Pdt S

En el problema tenemos que la presion como funcion del tiempo es

P(t) = 15 + 2t2 por lo que la derivaremos respecto al tiempo:
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a _d 15 + 2t2
dt_dt( )
dP—4t

dt

Sustituimos esta expresion en la ecuacion (1) y se obtiene que

av

V
=P (4t) (2)

Esta expresion representa la razon de cambio del volumen para cualquier
tiempo. Nos piden calcular esta razon en el tiempo t = 10s, por lo que debemos
determinar el volumen y la presion a los 10 segundos. Para ello primero
determinemos el valor de la constante k. Inicialmente tenemos que el volumen al
tiempo t = 0 el volumen es de 20cm?3, es decir; V(0) = 20y la presion en ese tiempo

es.
P(0) = 15 + (0)2
P(0) = 15

Sustituimos estos valores en la ley de Boyle:

P(O)V(0) = k
(15)(20) =k
300 = k

Asi, para este gas ideal la ley de Boyle es:
PV =300 3)
Ahora encontremos el valor de la presion al tiempo t = 10s:

P(10) = 15 + (10)2
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P(10) = 115cm hg
Para encontrar el volumen al tiempo t = 10s utilizaremos la ecuacion (3)
P(10)V(10) = 300
Despejando el volumen y sustituyendo el valor de P(10) obtenemos:

V(10) = 300 300
~ P(10) 115

60 ;
V(10) = o= ~ 2.6087cm

Finalmente sustituimos los valores de la presién y el volumen al tiempo

t = 10s en la ecuacion (2).

dv vV

= "p"0
v _ _26087 o))
at - T11s A9

3

av cm
— =-0.9074 —
dt S

El signo negativo significa que el gas esta siendo comprimido, esto se puede
ver facilmente por que inicialmente el volumen es de 20cm3 y a los 10 segundo ha

3
reducido aproximadamente a 2.06cm3 con una rapidez de 0.9074 % Podemos

decir entonces que el volumen disminuye aproximadamente un centimetro cubico

por segundo, cuando han transcurrido 10 segundos.
Ejemplo 2

Se dejan caer 3cm? de aceite en agua, formandose un cilindro circular como
se muestra en la figura.
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Calcula la rapidez con que cambia el radio de la mancha cuando el radio es

de 5 cm, si el espesor disminuye a razon de 5x10‘3% en el instante en el que el

radio es de 5cm.
Solucién

Debemos encontrar la razén de cambio del radio, esto es debemos obtener.

dr
dt

Para ello recordemos que el volumen de un cilindro es:
V =nr?h

Donde r es el radio del cilindro y h es la altura del cilindro, en este caso

representa el espesor. Derivamos ambos lados de la igualdad.

En el problema es claro que el volumen de aceite permanece constante ya
que la cantidad de aceite no cambia, asi la derivada del lado izquierdo es la derivada

de una constante y la derivada del lado derecho es la de un producto de funciones.

o= (s 2 )
T\ e T ae

Despejando % obtenemos:
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dr_ r dh

PR TS @

En el problema:

dh cm
— = —0.005—
dt s

El signo menos indica que la razén de cambio del espesor en el tiempo esta
disminuyendo. Sustituyendo en la ecuacién (1) tenemos:

dr = r 0.005
dt Zh( 005)
dr _ 0.005r )
dt 2h )

Esta expresion nos indica la razén de cambio del radio para cualquier tiempo
t. Nos piden determinarlo cuando radio es de 5cm. Nos falta conocer el espesor “h”,

para calcularlo utilizaremos la expresion para el volumen dado.
V =nr?h

Despejando h y sustituyendo los valores de volumen y radio tenemos:

B = %4
2
h = Sem’ = 0.0382
~m(5cm)? am

Finalmente sustituiremos estos valores en la ecuacion (2)

dr B 0.005r
dt  2h
dr _ 5(0.005)

dt ~ 2(0.0382)
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dr cm
— =0.3272—
dt Ry

Lo cual indica que el radio se expande con una rapidez de 3.2mm por

segundo en el instante que el radio es de 5¢cm.

Ejemplo 3

s - . it .
Un globo esférico se llena con gas con una rapidez de SOE (litros por

minuto). Suponiendo que la presion del gas es constante, encuentra la rapidez con

gue aumenta el radio r del globo en el instante en que r = 0.3m

Solucién

Nos piden la rapidez con que aumenta el radio del globo, es decir debemos

determinar:

dr
dt

Para ello recordemos que el volumen de una esfera esta dado por la siguiente

expresion:
V==nr

Derivamos con respecto al tiempo ambos lados de la igualdad

av 4 d
dt 3'de
dV_4 32dr
dt_3ﬂ(r)dt
dV_ 2dr
FTERLPT:
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Despejando:

dr _ 1 dV
dt  4mr? dt

En el problema nos dicen que:

dv It
=50 —

E_ min

Recordando que 11t = 1000cm3 tenemos:

dv cm3
— =50000——
dt min

Sustituyendo en la ecuacion (1)

dr 50000
dt ~ 4mr?

(1)

(2)

Esta expresion nos da la razén de cambio del radio en cualquier instante de

dr B 50000
dt  4mr?
dr B 50000
dt  4m(30)2
dr cm
— =44210——
dt min

tiempo t. En el problema nos piden determinarla en el instante que el radio es
r = 0.3m, como la razén de cambio estd expresada en centimetros cubicos, el radio

también debe estar en centimetros, es decir r = 30cm. Al sustituir en la ecuacion

El resultado nos indica que el radio crece con una rapidez de 4.4209% en

el instante en que el radio es 30 de centimetros.
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Ejercicios

4.4.1 Determinar, intervalos de crecimiento, los valores maximos, minimos locales

intervalos de concavidad, puntos de inflexion y grafica para las siguientes funciones:

a) f(x)=2x?2—-6x+5
b) f(x) =x3 —%xz

c) f(x) =3x3+6x%+15
d) f(x)=x>—-3x%+3x

e) f(x) = —§x3 + 18x

f) f(x)=x*—2x%-12
g) f(x) =3x*+ 4x3

h) f(x)=—x*—4x3+2x% + 12x
) f(x)=—x>+5x3

D fO) ==

K FO0) ==

4.4.2 Ejercicios

a)

b)

Se desea construir una caja sin tapa, de un pedazo de cartén cuadrado de
12cm de lado, cortando cuadrados iguales en las esquinas y doblando los
lados. Hallar la longitud del lado del cuadrado a cortar, para que el volumen

de la caja se maximo. ¢ Cual es el volumen maximo?

Un trozo de alambre de 40cm va a doblarse para formar un marco. ¢Qué

dimensiones debera tener para que el area enmarcada sea maxima?

Una compaiiia tiene un ingreso I como funcion de la produccién de x articulos
dado por la funcién I(x) = —2x3 + 60x? + 1800x. ¢,Cual es la cantidad de

articulos que maximizan el ingreso?
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Se va a disefiar un cartel rectangular en una hoja de un material especial, de
manera que el area impresa en ella serda de 300cm?, la hora debe llevar
margenes: los margenes a la izquierda y a la derecha seran de 2cm mientras
que los margenes superior e inferior deberan ser de 6¢cm. ¢ Cuéles son las

dimensiones para usar la menor cantidad de material?

Se va a construir un recipiente con la forma de cilindro circular sin tapa con
un volumen de 16 000rcm3. El precio del material que se usa para el fondo
cuesta el doble que el material que da forma al recipiente. ¢ Qué dimensiones

debera tener para que el costo sea minimo
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Solucién alos Ejercicios

Seccion 1.2.5
Ejercicio 1.2.5.1

a) Area = 0.999023m?

b) Area = 1m?
Ejercicios 1.2.5.2
Ejercicio a

) Area = 0.9921875m?

i) Area = 1m?
Ejercicio c

I) distancia = 5.8125m

i) distancia = 6m
Ejercicio d
Aretirada = 4, NO queda nada.
Ejercicio e

313
) S

Unidad 1

Solucion a los ejercicios
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Solucion a los ejercicios

Seccion 1.5.3
a) 14 i) 3 )
b) 9 ) 12 s) 5
c) § k) 23 9 2
) 4 ) 8 B —e
e) —% m) 3 v 2
f) % " % w) f1
9) _i 0) % x) 1
h) _% p) 2x

q) 3x2
Unidad 2
Seccion 2.6

Ejercicios 2.6.1

a) f'(2) =3
b) f'(1) =3
¢) f'(0) =2
d) f'(2) =-=
e) f'(3) =-1
h f ==
9) f'(3) =3

Ejercicios 2.6.2

) 4x—y+4=0

i) 12x—y+17=0

i) (3a®+2a)x—y—2a(2a®?+2a—-1)=0
V) x —2y+1=0
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V) x+25y—-8=0
vi) x —6y+17 =0
Vi) —x+4y—-22=0

Ejercicios 2.6.3

dx

a) dt=—2
dx 3
b) Zx=-13
dt 8

d v(1)=0ft/s ; v(2)=-32ft/s
e) v(il)=-2m/s; wv(a)= ;—fm/s

f)

) AC = €EOD-CB300) _ 15058
301-300 u

ii) €"(300) = 10 $/u
9)

) 0.4°C/hr

i) 0.6°C/hr

iii) 0.8°C/hr

dy__ m
h) = =-081~

Unidad 3
Seccion 3.2.5

Ejercicios 3.2.5.1

a) f'(x) = ==
b) f'(x) = —-=
c) f'(x) =32x7 + 15x* + 6x?

! _ 2 1
d f'(x) =3x +33\/F
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Solucion a los ejercicios



Solucion a los ejercicios

’ _ 4 4 6
&) f'(x) = 20x* + =+ ==

N fEO=-S-5+5-1

x*  x3

9) f')=5—5+3

Ejercicios 3.5.2.2

a) 11x+12y—-16=0
b) 3x —y—3=0

c) y=4

d) 22x—-3y—-10=0
e) 11x+12y—-16=0
f) 204x—y—418=0

Seccion 3.3.3

Ejercicios 3.3.3.1

a) f'(x) = 8x3
b) f'(x) =2
c) f'(x)=-3

d f'(x)=2x+2
e) ff(x)=2x—4

) f'lx)=-x*-1
9) f'(x) =3x%>—4x—4
h) f'(x) = 6x°

) f'(x)=2x+10
) f'(x) =3x2—6x+3

K f') =~ 55
) £ =~

m) f/(x) = =
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Solucion a los ejercicios

Seccion 3.4.1
Ejercicios 3.4.1.1

a) f'(x) =2403x —1)?

b) f'(x) = 6x%(x3+ 4)

c) f'(x) =3(x*-x)*2x—1)
1

d) f'(x) ==

1

e) f,(x)z_s\/(_T_g)z

/ _ —8(x-2)
f) f (x) - (x2_4x+3)5

/ _ =2(x-1)
g) f (x) - (x2+2x)2

' _ 3
) £ = - e

) f') ==

4x—1

D f'(x) =3xVx?2+2
Seccion 3.5.3
Ejercicios 3.5.3.1

a) f'(x) =32x—34

b) f'(x) =9x%—38x —2

c) f'(x) =4x3—12x>—-8x—5

d) f'(x) =3x(5x3 +9x — 6)

e) f'(x) =30x>— 75x* + 20x3

f) f'(x) = (Q2x+ 1)?(10x% + 2x)

9) f'(x) = (5x —4)8(3x —2)°(225x — 162)
h) f'(x) =14+ (x—1)3(5x — 1)

4x

) 1) = s

4x3+1

x2

) )=
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Solucion a los ejercicios

K f(x) = %
Df@=ﬁ%

m) f'(x) = ) (i
n) f'(x) = —x+1

J@2x+3)3 3/(B3x+2)?

, _ (2x-1)(10x2-2x+6)
0) f'(x) = T

Unidad 4

Seccion 4.4

Ejercicios 4.4.1
a)

Puntos criticos x = 1.5

Decreciente de (—,1.5)

Creciente de (1.5, + )

Minimo (1.5,0.5)

Concava hacia arriba de (—o, + ).
b)

Puntos criticosx =0y x=1
Creciente de (—o,0) U (1, )
Decreciente de (0,1)
Maximoen x =0
Minimoenx =1

. ., 1
Punto de inflexion x = >
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Céncava hacia abajo de (—oo, %)

7 . . 1
Concava hacia arriba de (5, oo)

c)

Puntos criticosx =0 y x = _g
Creciente de (—oo, —3) U (0, )
3
Decreciente de (— : 0)
3

;. 4
Maximo en x = —3
Minimoenx =0

Punto de inflexién x = —

2
3
7 - . 2
Céncava hacia abajo de (—oo - 5)

7 . . 2
Concava hacia arriba de (— Y oo)

d)

Puntos criticos x = —1
Creciente de (—oo, )

No es decreciente

No tiene valores maximos y minimos locales

Punto de inflexion x = —1
Concava hacia abajo de (—x, 1)

Concava hacia arriba de (1, o)
e)

Puntos criticosx = -3 y x =3
Creciente de (—3,3)

Decreciente de (—o0, —3) U (3, )

Solucion a los ejercicios
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Solucion a los ejercicios

Maximoenx =3

Minimo en x = =3

Punto de inflexion x = 0
Concava hacia abajo de (0, )

Concava hacia arriba de (=, 0)

f)

Puntos criticosx =—-1 x=0 yx=1
Creciente de (—1,0) U (1, )

Decreciente de (—o,—1) U (0,1)
Maximoen x =0

Minimoenx=-1 y x=1

Puntos de inflexion x = — x =

5l

L
N

Céncava hacia abajo de

le

%)

, . . 1 1
Concava hacia arriba de ( —oo, — \/—5) V] (ﬁ oo)

(_
(_
9)

Puntos criticosx =—-1 y x =0
Creciente de (—1, o)
Decreciente de (—o,—1)

No tiene maximos locales

Minimo en x = —1

Puntos de inflexionx =0 y x = _g
p . . 2
Concava hacia abajo de (_g' O)

Concava hacia arriba de (—oo, - = g) U (0, 0)

h)
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Solucion a los ejercicios

Puntos criticosx =—-3 x=-1 yx=1
Creciente de (—o,—-3) U (—1,1)
Decreciente de (—3,—1) U (1, )
Maximoenx =-3 y x=1

Minimo en x = —1

. ., 3+2v3 3-2v3
Puntos de inflexion x = — 3‘/— y x=-— 3*7

Cobncava hacia abajo de (—oo, - 3+2‘/§) U (— 3_2@, oo)

L, . . 3+2+v3 3-2v3
Cobncava hacia arriba de (— 3\/—, - 3\/—)

Puntos critcosx =—vV3 x=0 y x=+3
Creciente de (—v3,3)

Decreciente de (—o0, —v3) U (V3, )
Maximo en x = /3

Minimo en x = V3

Puntos de inflexibn x =0 x = _\E
Concava hacia abajo de <—\E 0) U (

Coéncava hacia arriba de <—oo, —\E) U (0, %)

)
Puntos criticosx = -1y x =1
Decreciente de (—x,0)
Creciente de (0, +)
Minimo (—1,-0.5)
Maximo (1, 0.5)
Coéncava hacia arriba de (—,0)
Codncava hacia abajo de (0, +)

Puntos de inflexion (0, 0)
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)
Puntos criticos x = —1.73 y x = 1.73
Decreciente de (—1.73,—-1) u (—1,1) U (1,1.73)
Creciente de (—o0,—1.73) U (1.73, + )
Minimo (1.73, 2.6)
Méaximo (—1.73,—2.6)
Coéncava hacia arriba de (—1,0) U (1, +)
Cébncava hacia abajo de (—o,—1) U (0,1)

Puntos de inflexion (0, 0)

Ejercicios 4.4.2

a) El corte es de 2 centimetros

b) Largo de 10cm y Ancho de 10cm
c) x = 30 articulos

d) Hoja de 14cmx36cm

e) Radio de 20cm y alto de 40cm

Solucion a los ejercicios
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