UNIVERSIDAD NACIONAL
AUTONOMA
DE MEXICO

ESCUELA NACIONAL
COLEGIO DE CIENCIAS Y
HUMANIDADES

PLANTEL NAUCALPAN

GUIA DE MATEMATICAS I
PLAN ACTUALIZADO

SEMINARIO LOCAL DE MATEMATICAS, TURNO MATUTINO

Naucalpan de Juarez, 2017



Guia de Matematicas II.

La presente guia fue elaborada en el Area de Matematicas del Plantel Naucalpan
del Colegio de Ciencias y Humanidades, de la Universidad Nacional Autbnoma de

México.

La publicacion es un producto del Seminario Local de Matematicas del CCH-
Naucalpan. Turno Matutino.

Coordinador
Ismael Nolasco Martinez

Autores

Angélica Garcilazo Galnares
Brenda del Carmen Mufioz Ramirez

Dante Octavio Carretero

Emelia Norma Venegas Ocampo

H. Laura Paz Santiago
Ismael Nolasco Martinez

Mauricio Albuerne Sanchez

Miriam Sandoval Ledn

Omar Anguiano Sanchez

Paola Tamayo Lopez
Pedro Cazares Mena

Sandra Verdénica Roldan Meneses

Sergio Vargas Herrera

Verénica Méndez Nolasco

Viviana Vazquez Flores

Primera version: Junio de 2017
Primera revision: Mayo 2018.

D.R. UNAM. CCH. Naucalpan, 2017.
Av. De los Remedios No.10

Naucalpan de Juarez.

Teléfonos: 53600323; 53600324.
Naucalpan de Juarez, estado de México.



indice

Unidad I. Ecuaciones cuadraticas Pag.
Ecuaciones cuadréticas 4
Formas de representacion 7
Métodos para la resolucion de una ecuacién cuadratica 14
Andlisis del discriminante 21
El numero i 22
Raices dobles 22
Tipos de Raices 23
Unidad Il. Funciones cuadréticas

Funciones cuadréticas 26
Funcion cuadratica, andlisis de sus pardmetros 29
Problemas de aplicacion 42
Unidad Ill. Construcciones y elementos geométricos basicos.

Resefia historica 50
Conceptos basicos 51
Construcciones geométricas 53
Angulos 63
Angulos entre paralelas cortadas por una transversal 65
Triangulos 71
Desigualdad del triangulo 73
Rectas y puntos notables 80
Poligonos 95
Unidad IV. Congruencia, semejanzay teorema de Pitagoras.

Congruencia 101
Semejanza 106
Semejanza de areas 109
Teorema de thales 116
Teorema de Pitdgoras 122
Bibliografia 129




Guia de estudio para Matematicas Il Plan de Estudios Actualizado

UNIDAD I. ECUACIONES CUADRATICAS.

PROPOSITO DE LA UNIDAD: Al finalizar la unidad el alumno resolvera
ecuaciones cuadraticas mediante diversos meétodos de solucion. Modelara
problemas que conduzcan a este tipo de ecuaciones. Establecera la relacion que
existe entre el grado de la ecuacion y el nimero de soluciones.

APRENDIZAJES.

Con relacién a los conocimientos, habilidades y destrezas, el alumno en funcién
de la resolucion de problemas:

Analizara las condiciones que se establecen en el enunciado de un problema, y
expresara las relaciones entre lo conocido y lo desconocido a través de una
ecuacion de segundo grado.

Relacionara un problema nuevo con otro que ya sabe resolver.

Interpretara en el contexto del problema, lo que significan las soluciones y
elegird, si es el caso, aquella que tiene sentido en ese contexto.

Resolverd ecuaciones cuadraticas mediante los diferentes meétodos de
solucion. Transformando la ecuacion cuadratica a la forma adecuada para su
resolucién por un método especifico.

Generalizara el método de completar el trinomio cuadrado perfecto y obtendra
la formula general para resolver ecuaciones cuadraticas.

Identificara los parametros a, b, ¢ en una ecuacion cuadratica y los sustituye
correctamente en la férmula general.

Identificara la naturaleza de las raices de una ecuacion cuadratica, a partir de
sus coeficientes

Establecera el modelo mateméatico del problema y aplicara el método de
resolucion conveniente



Guia de estudio para Matematicas Il Plan de Estudios Actualizado

ECUACIONES CUADRATICAS

1.1. Situaciones que conducen al planteamiento de ecuaciones
cuadréticas.

Definicion.

Una ecuacion cuadratica, es una igualdad de la forma:
ax’> + bx+c =0,cona #0,b,c €P

EJEMPLOS:

1.- A un baile asistieron igual nimero de hombres que de mujeres. Si cada hombre
bail6é con todas las mujeres y cada mujer bailé con todos los hombres y en total se
hicieron 225 parejas distintas. ¢ Cuantas personas hubo en el baile?

Solucién: Sea X: el total de personas, entonces

(gj(gj =225 por ser igual nimero de hombres y de mujeres

2
XT =225 efectuando el producto

XZ

e 225=0 sumando — 225 a ambos miembros
x*-900=0  multiplicando por 4

La ecuaciéon que resulta es de la forma ax’+c=0

2.- Los catetos de un triangulo rectdngulo miden X y 3x+3, la hipotenusa mide
4x—3. ¢Cual es el valor numérico de cada cateto y la hipotenusa del triangulo?
Solucién: Por el Teorema de Pitagoras tenemos que

X +(3x+ 3)2 =(4x —3)2 realizando las operaciones indicadas

X* +9x* +18x+9=16x>—-24x+9 simplificado
6x*—42x =0

La ecuacion que resulta es de la forma ax’ +bx =0




Guia de estudio para Matematicas Il Plan de Estudios Actualizado

3.- Los problemas sobre tasas de interés se pueden resolver utilizando ecuaciones
cuadréticas. Si se deposita dinero en una cuenta de ahorros, se reciben intereses
al final del afio. Al final del segundo afio se recibe interés sobre la cantidad original
y sobre el interés. Este se llama interés compuesto anual. Una cantidad de
dinero llamado capital C, se invierte a una tasa de interés r. En t afios aumentara

hasta una cantidad A dada por: A:C(1+ r)t. Supongamos que se invierten

$256.00 a una tasa de interés r compuesto anual. En dos afios aumentara hasta
$289.00. ¢ Cudl es la tasa de interés?

Solucién: Sabemos que:

A=289
C =256
t=2

Sustituyendo en A=C(1+ r)t tenemos:

289 = 256(1+ r)2 cambiando los miembros de la igualdad

256(r +1)" =289

., 2
La ecuacién que resulta es de la forma a(x+h) =k

. . , , . 9
4.- El reciproco de un numero mas el doble del nimero es igual a 7 Encuentra

los nimeros.

., 1 ,
Solucion: Llamamos x, y — alos nimeros buscados, entonces
X

1+2ng multiplicando por 2x

X
2+4x*=9x igualando con cero

4x* —-9x+2=0 factorizando
(4x-1)(x-2)=0

La ecuacion que resulta es de laforma (ax+b)(cx+d)=0
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5.- Una diagonal de un poligono es un segmento de recta que une dos vértices no
adyacentes. En general, el nimero de diagonales d , de un poligono de n lados
esta dado por:

2 f—

d= n°—3n '
2

Supongamos que sabemos que un poligono tiene 27 diagonales ¢cuantos lados
tiene?

Solucién: Como d = 27, sustituyendo en la ecuacion anterior, tenemos:

2
27-1 23n multiplicando por 2
54=n*-3n igualando con cero
n’-3n-54=0
La ecuacién resultante es de la forma: ax’ +bx+c=0

EJERCICIOS PROPUESTOS. Plantea la ecuacion que representa cada uno
de los siguientes problemas.

1. Encuentra dos nimeros cuya suma sea 21y su producto 104.

2. ¢A qué tasa de interés compuesto anual se debe invertir $10,000.00 para tener
$14,400.00 en dos afios?

3. Dos embarcaciones se separan formando un angulo recto, al partir al mismo
tiempo del mismo embarcadero. Una hora después se han separado 13 Km. Si
una de ellas viaja 7 Km/h mas rapidamente que la otra ¢cual es la velocidad de
cada una?

4. Calcula el area de un cuadrado cuya diagonal es cuatro unidades mayor que
cualquiera de sus lados.

5. El area de un triangulo rectangulo mide 24 m?y la hipotenusa mide 10 m.
Encuentra las longitudes de los catetos.

6. ¢Cual es el nimero que excede en 72 unidades a su raiz cuadrada?

7. La suma de dos numeros es 42, y la diferencia de sus cuadrados es 504. ¢ Cuales
son estos numeros?

8. Dentro de tres afos la edad de un nifio sera cuadrado perfecto; y hace tres afios
su edad era precisamente la raiz de ese mismo cuadrado. ¢Qué edad tiene?
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9. Dos personas parten del mismo lugar y se dirigen a otro que dista del primero 12
km. la segunda persona lleg6 una hora antes que la primera. Calcular la velocidad
de cada persona sabiendo que se diferencian en 1 km por hora.

10. Un cafio tarda en llenar un depdsito 2 horas mas que otro. Abriendo los dos a la
vez, tardan en llenarlo 1 hora 20 minutos. ¢ Cuénto tardaria en llenar el depdsito
cada uno de los cafos por separado.

1.2 Formas de representacion.

1.2.1. Incompleta con b=0

Resolucién de ecuaciones de la forma: ax’? +c=0

En forma general estas ecuaciones se resuelven usando las propiedades de la
igualdad (despejando) o factorizando cuando se trata de una diferencia de
cuadrados:

En primer lugar tomamos:

ax’+c=0 sumando —c¢ en ambos miembros

ax’ =—C dividiendo entre a
C .
XX=—= extrayendo raiz cuadrada
a
. C - . C S
X=,[—- si —— >0 lasolucion es real, si —— <0, es imaginaria
a

a a

En segundo lugar, consideramos el casoenque a y C,tienen raiz exactay la
expresion representa una diferencia de cuadrados, tenemos

ax*-c=0 factorizamos como el producto de los binomios conjugados

( ax® + \/E)(\/axz —\/E) =0 seiguala cada factor con cero y se despeja x

(@JM/E):O:\/EX:—\/E:X:_%
(m_\/g)ZOj‘/gXZ«/E:xz

Bk
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EJEMPLOS. Resolver las siguientes ecuaciones:
1. 2x*-3=0
2x*-3=0  dividiendo entre 2

x? 5= 0 sumando g en ambos miembros de la igualdad

X’ :g extrayendo raiz cuadrada

3 :
X= J_r\/; por lo tanto las soluciones son

X

I
I
<
x
N
I
|
I

2. x*-4=0
x*—4=0 sumando 4 en ambos miembros de la igualdad
=4 extrayendo raiz cuadrada
+2  por lo tanto las soluciones son
2 Yy X,=-2

X

X
X
3. 3x*-9=0

3x*-9=0 sumando 9 en ambos lados de la igualdad
3x*=9 dividiendo entre 3
x> =3 extrayendo raiz cuadrada

x =+/3 .. las soluciones son

X1:\/§ y X2=—\/§

SOLUCION DEL EJEMPLO 1 de la seccion 1.1

A un baile asistieron igual numero de hombres que de mujeres. Si cada
hombre bail6 con todas las mujeres y cada mujer bailé con todos los hombres y
en total se hicieron 225 parejas distintas. ¢ Cuantas personas hubo en el baile?

x*-900=0  sumando 900
x* =900 extrayendo raiz
x==30 elegimos el valor positivo como solucion

Por lo tanto, en el baile hubo 30 personas.
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EJERCICIOS. Resolver las siguientes ecuaciones.
1. 3x*-18=0

2. 2x*-20=0
3. 4x*-100=0
4. -3x*+7=0
5 X’ +4=4

1.2.2. Incompleta con c=0

Resolucidon de ecuaciones de la forma: ax®+bx=0

Estas ecuaciones se resuelven por factorizacién del término comun X .
ax’ +bx =0 tomando x como factor comin

x(ax+ b) =0 igualando cada factor con cero y despejando
¥ =0

ax+b=0:>ax:—b:>x2=—E

EJEMPLOS
Resolver las siguientes ecuaciones:

1. X*—4x=0

X*—4x=0 factorizando x
x(x—4)=0 igualando con cero cada factor
X =0
X=4=0=>x,=4
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2. 20x*-15x=0

20x* -15x =0
5x(4x—3) =0 factorizando 5x
5x=0 0 4x-3=0 dedonde
x=0 0 Xx= §
4

SOLUCION DEL EJEMPLO 2 de la seccién 1.1

Los catetos de un triangulo rectdngulo miden X y 3x+3, la hipotenusa mide
4x-3. ¢Cuanto mide cada cateto y la hipotenusa del triangulo?

6x°> —42x=0 factorizando 6x

6x(x-7)=0 igualando cada factor con cero
6x=0 o x-7=0 dedonde

x=0 o x=7 elegimos el valor positivo como solucion

Por lo tanto, un cateto mide 7, el otro 24 y la hipotenusa 25.

EJERCICIOS. Resolver las siguientes ecuaciones.

x> —6x=0
3x*-5x=0
6x°+2x=0
—4x* +2x=0
x*-2x=0

o M 0w
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1.2.3. Resolucién de ecuaciones de la forma a(x+h)?=k:

a(x+ h)2 =k
(x+ h)2 _k dividiendo entre a
a
X+h=+ g extrayendo raiz cuadrada
K
x:—hi\/; restando h

Por lo tanto las soluciones son

k

=—h+ —_
X ’/a y

k

%=

EJEMPLOS. Resolver las siguientes ecuaciones

1. 2(x-3)" =50
solucion
(x —3)2 = 5—20 dividiendo entre 2
x—3=+25 extrayendo raiz cuadrada

x=3+5 despejando
X, =3+5
X, =3-5

Por lo tan tanto, la solucion es 8,—2

2. (x-5)=9
solucion
X-5= J_r\/§ extrayendo raiz cuadrada
x=5+3  despejando
X, =5+3
X, =5-3
Por lo tanto, la solucién es 8, 2
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SOLUCION DEL EJEMPLO 3 de la seccién 1.1

Supongamos que se invierten $256.00 a una tasa de interés r compuesto anual.
En dos afios aumentara hasta $289.00. ¢ Cual es la tasa de interés?

Solucion:
289=256(1+r)" dividiendo entre 256
289 _ (1+ r)2 sacando raiz cuadrada
256
+ /@ =1+r despejando r
256
-1+ 17 r simplificando
16
1 33
—=r 0 ——=r
16 16

. ) : 1
Ya que la tasa de interés no puede ser negativa, solo T 0.0625 0 6.25% es la

solucioén.

EJERCICIOS. Resolver las siguientes ecuaciones:

1. (x-3) =16
2. (x+2) =7
3. (x-13)' =64
4. (x+4) =36

1.2.4. Resolucion de ecuaciones de la forma (ax+b)(cx+d):0

Estas ecuaciones se resuelven utilizando la propiedad del cero.

Propiedad del cero:!

Si my n son nimeros reales, entonces, MmN =0 siys6losi m=0 o n=0

1 Barnett. ALGEBRA Y TRIGONOMETRIA, Mc Graw-Hill, 1989




Guia de estudio para Matematicas Il Plan de Estudios Actualizado

Sea (ax+b)(cx+d)=0 entonces

(ax+b)=0 o (cx+d)=0 por la propiedad del cero

ax=-b o cx =—d despejando
b d :
=——0 X, = —— despejando x
X a 2 o Pej

EJEMPLOS. Resolver las siguientes ecuaciones

1. (2x+3)(x-2)=0
(2x+3)=0 o (x—2)=0 por la propiedad del cero

2Xx=-3 0 X = 2 despejando
X, = —g 0 X, = 2 despejando x

2. (x-1)(x+2)=0
(x-1)=0 o (x+2)=0 por la propiedad del cero
x=1 o0 X, =—2 despejando x

SOLUCION DEL EJEMPLO 4 de la seccion 1.1

El reciproco de un nimero mas el doble del nimero es igual a % Encuentra los
nameros
La ecuacion que resulté es (4x—1)(x—2)=0
Solucion
(4x-1)=0 o (x—2)=0 por la propiedad del cero
4x=10 X = 2 despejando
X, = " 0 X, = 2 despejando x

por lo tanto el nimero buscado es 2
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1.3. Métodos pararesolucion de la ecuacidon cuadréatica completa:
ax*+bx+c=0

1.3.1. USANDO FACTORIZACION.

Si los coeficientes a, b y ¢ son enteros, tales que ax®+bx+c=0 se pueda escribir

como el producto de dos factores de primer grado, con coeficientes enteros,
entonces la ecuacion cuadrética se puede resolver por factorizacion, este método

se apoya en la propiedad del cero de los niumeros reales.

Consideremos la siguiente multiplicacion de binomios:

(x+a)(x+b) = x2 +ax +bx +ab , que podriamos escribir de la siguiente manera

x? +(a+b)x +ab. Entonces si quisiéramos multiplicar, por ejemplo, (x+3)(x+5), el
resultado seria x? +8x +15; el 8 se obtuvo de sumar 5+3, y el 15 se obtuvo de

multiplicar 5*3.

EJEMPLOS.

Supongamos que queremos resolver la ecuacion x? +5x +6 = 0; tendriamos que
buscar dos numeros que sumados nos dieran 5, y que multiplicados nos dieran 6.
Como el resultado del producto es positivo (+6), los dos niumeros buscados son
positivos, o los dos negativos, pero como el resultado de la suma es positivo
también, entonces los dos nimeros son positivos. Asi la factorizacion quedaria

x2 +5x +6 = (x + )(x+ ); se observa que dichos nimeros son 2 y 3, por lo que la
ecuacion quedaria factorizada como (x+2)(x+3)=0. Para que el producto de dos
factores sea cero, es porque al menos uno de ellos es cero, por lo que tendriamos
que x+2 =0, y entonces x=-2; 0 x+3=0, y entonces x=-3, y esas serian las dos
soluciones de la ecuacion.

Veamos otro ejemplo: x2-7x +12 = 0.

Como el producto es positivo, los dos nimeros buscados deben ser positivos, o

ambos negativos; como la suma es negativa, entonces los dos nimeros son
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negativos, y debo buscar dos nameros que multiplicados den 12, y el valor
absoluto de la suma sea 7 (como ambos numeros son negativos, al sumarlos
darédn como resultado un nimero negativo), entonces tendriamos:
X2 -7x +12 = (x-3)(x-4), y la ecuaciéon quedaria (x-3)(x-4) =0, por lo que las
soluciones serian x=3, y x=4.
Veamos otro ejemplo:

x2+2x -15=0.
Como el producto es negativo, uno de los niumeros debe ser negativo y el otro
positivo; por lo que la factorizacion quedaria como x? +2x -15 = (x- )(x+ ). Como se
tienen signos distintos, hay que buscar dos niumeros que multiplicados den -15, y
restados den 2 (se restan, porque tienen signos distintos). Esos niumeros son 5y
3; como el resultado de la suma algebraica 5 + (-3), que equivale a la resta
mencionada anteriormente 5-3, es positivo (+2), quien lleva el signo “+”, es el 5, ya
gue es mayor en valor absoluto.
Por lo que la factorizacién quedaria x? +2x -15 = (x-3 )(x+5 )=0. Y entonces las

soluciones son x = 3,y x = -5.

Veamos el ultimo ejempilo:

6x? -7x-3=0.
Si sélo consideramos el trinomio 6x? -7x-3, para que no se altere el trinomio sélo
podemos multiplicarlo por “uno”. El uno conveniente es 6/6, ya que 6, es el

coeficiente del término cuadréatico.

6(6x*> —7x—3) (6x)* —7(6x)-18
S :

Nos quedaria: , que se puede escribir como

(6x—9)(6x+2) .

Esta expresion puede factorizarse como 5 ; (dos numeros que

restados den 7, y multiplicados 18, ambos en valor absoluto).
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3(2x - 3)(2)(3x +1)

La expresion anterior todavia puede expresarse como 5

, que al

efectuar el producto de 3 por 2, nos da 6, que al dividirse entre 6, nos da el neutro
multiplicativo, o sea el 1, y el resultado final es, que 6x? -7x-3 = (2x-3)(3x+1). Si

igualamos a cero esta expresion, nos queda:

(2x-3)(3x+1) = 0, por lo que 2x-3 =0, y 3x+1 =0, y las soluciones son: x = 3/2,

x =-1/3.

Recordemos que la expresion 6x?-7x-3 =0, no es un trinomio aislado, sino que es
una ecuacion, por lo que no es necesario multiplicarla por un “uno”; podemos
multiplicar toda la ecuacién por 6, y quedaria: 6(6x*> -7x-3 =0), que daria como
resultado (6x)2-7(6x)-21 =0, que al factorizarla nos da (6x-9)(6x+2)=0, que por
separado nos da 6x-9=0, y 6x+2=0; al resolverlas nos dan, x=9/6, o sea x=3/2, y
X =-2/6, que es equivalente a x= -1/3, que son las soluciones de la ecuacion
original.

Sin embargo, es recomendable factorizar como al principio, ya que no sé6lo nos
serviria para resolver ecuaciones, sino para estudios posteriores.

Vemos que el método de factorizacion, llega a ser un poco tedioso cuando el
parametro “a” es distinto de “1”, ademas de que no siempre se pueden encontrar
dos numeros que sumen y multipliquen los niameros buscados; y en algunos
casos, aunque se pudiera factorizar una expresion como x? + 73x + 780 =0, en
(x+60)(x+13) =0, no son evidentes o tan faciles de encontrar dichos nimeros. Es

necesario saber otros métodos que sirvan para todos los casos.

1.3.2. Por el método de completar cuadrados.

Es posible encontrar la soluciéon de la ecuacién cuadratica general ax®+bx+c=0
si puede expresarse como el cuadrado de un binomio igual a una constante. Para
lograrlo se suma —Ca cada miembro y después se divide entre a. De este modo

se obtiene
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Un trinomio cuadrado con el primer coeficiente igual a 1, es un cuadrado perfecto

si el término constante es el cuadrado de la mitad del coeficiente de X.

a 4a
lograr que el miembro izquierdo sea un cuadrado perfecto?.

2
. L, 1(Db b? .
Aplicando esto a la ecuacion (1), sumamos {E(_H =— a cada miembro para

EJEMPLOS.

1.- Resolver la ecuacion x? + 6x =27, completando el cuadrado.

Solucién

2
X2 +6X+ [%(6)} =27+3%* sumando la mitad del coeficiente lineal

x*+6x+3?=36 simplificando
(x+ 3)2 =6’ factorizando
X+3=16 extrayendo raiz cuadrada
x=-3+6 despejando
X, =—3+6
X, =—3-6

Por lo tanto la soluciones 3,-9

2 Rees/Sparks, ALGEBRA CONTEMPORANEA, Mc Graw-Hill, 1995.
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2.- Resolver la ecuacién 3x* —5x =8, completando el cuadrado.

3 2 =8+ 25 factorizando y simplificando
6 12
2
X — E = E dividiendo entre 3
6 36
2 2
- gj = 16iz factorizando el cociente
X —g = i% extrayendo raiz cuadrada
X= > + 1 despejando
6 6
X =—+ 1—1
6
5 11
X, =—— 3
., 8
Por lo tanto, la soluciénes —,-1
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SOLUCION DEL EJEMPLO 5 de la seccién 1.1

Supongamos que sabemos que un poligono tiene 27 diagonales, ¢ Cuantos lados
tiene?
Solucion

La ecuacion obtenida es n*—3n—-54=0
54=n°-3n permutando los miembros de la igualdad

2
n>—-3n=>54 sumando @j en ambos miembros para completar el trinomio
3Y 3Y
n’—3n+ (Ej =54+ (Ej factorizando el trinomio

2
(n —gj = % sacando raiz cuadrada

n —g = i% sumando g en ambos miembros de la igualdad
n= 3 + L tenemos
2 2

n =9 y n,=-6

Tomamos la solucion positiva y entonces, el poligono tiene 9 lados.

EJERCICIOS. Resuelve las siguientes ecuaciones completando cuadrados

2x>—3x—-2=0
X’ -5x+6=0
X’ +6X+5=0
X’ +5x+6=0
X*=x-2=0

N
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1.3.3. Por formula general.

Plan de Estudios Actualizado

Si utilizamos el método de completar cuadrados para resolver una ecuacion
cuadratica completa, podemos encontrar una formula para resolverlas.

Tenemos:
ax’+bx+c=0 con a=0

x2+9x+3:0 dividiendo entre a

a a
x2+9x:—E sumando — <
a a a
, b bY ¢ (bY b\ .
X=X+ — | =—=+| — sumando| — | a ambos miembros
a 2a a 2a 2a
b ¢ b . .
(x+—} =——+— factorizando el trinomio
2a b 4a

2 2
b b° —4ac . .
X+— | =——— resolviendo las operaciones

2 —
X +£ =+ b > extrayendo raiz cuadrada
2a 4
2 —
X= _b + b—i'ac despejando x
2a 4a
2 —
X = _b + b —dac simplificando
2a 2a
_h+ / _
X= —b*vb-dac resolviendo

2a

Formula cuadratica en una variable3

Siax?+bx+c=0, a=0, entonces

o —b+b*—4ac
2a
da las soluciones de la ecuacién cuadratica.

3ldem 1
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EJEMPLOS.

Resolver la siguiente ecuacion.
1. 9x*—6x+1=0
Solucion
comoa=9, b=-6 y c=1
sustituyendo en la formula general tenemos

simplificando

., 1
Por lo tanto la soluciénes x = §

EJERCICIOS. Resolver las siguientes ecuaciones usando formula general
1. 8x*+10x-7=0

2. xX*—x-6=0
3. x*-10x+22=0
4, 3x*-x-4=0
5. 3x°+2x-8=0

1.3.4. Andlisis del discriminante: b® —4ac.

Algunas ecuaciones cuadraticas tienen dos, una o ninguna solucion real. El
objetivo de analizar el discriminante es encontrar el nUmero de soluciones de una
ecuacion cuadrética con xeP

La expresion que esta bajo el radical en la formula general (b*—4ac), se llama
discriminante.
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1.3.4.1. El nimero .

En la seccion 5.2 se establecié que una ecuacién cuadratica puede escribirse de la
2 , . ,

forma (X+h) =k y que sus raices son X:—hix/E. Si kes un numero

negativo, entonces \/Eno es un numero real, ya que el cuadrado de un numero

real diferente de cero es un nimero positivo.

Por lo anterior, el nimero i, se define como: i>=-1entonces i=+-1

Asi, N >0, se define —n =+~1Jn endonde i representa /1.

Luego, J-n=iyn con n>0.
Definicion*:

Un ndmero de la forma a+bi, con aybell, sellamandmerocomplejo.

Es interesante notar que:

i? =11 =% =i,i* =(i?) =(~1)" =L Asi quei® =i yi® =i%,
1.3.4.2. Raices dobles.

Cuando una ecuacion cuadratica de la forma ax?® +bx+c=0

se puede factorizar como el producto de dos binomios iguales, es decir;

2
ax2+bx+c:(x+9j(x+9j 0 ax2+bx+c:[x+9J
2 2 2

se dice que la ecuacion tiene una raiz doble.

., . 2
Esto sucede cuando la expresién algebraica @ +bX+C representa un
trinomio cuadrado perfecto.

41dem (3)
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1.4. Tipos de raices de la ecuacidn ax*+bx+c=0

La siguiente tabla ilustra los tres casos posibles de soluciones.

En ella se puede observar que:

a) Cuando el valor del discriminante es positivo, se tienen dos soluciones
reales y la grafica interseca en dos puntos el eje de las abscisas 0 “X”.

b) Cuando es cero, tiene una solucion y la grafica toca solo un punto en el
eje de las Abscisas 6 “X”.

¢) Cuando es negativo, no hay soluciones reales y la grafica no interseca el

7

eje de las abscisas 6 “X”.

Raices de
ax’ +bx+c=0 Discriminante
Dos raices o soluciones reales b>—4ac>0
Una raiz o solucion real b?—4ac=0
Cero soluciones reales b’ —-4ac< 0
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Respuestas a ejercicios.

Respuesta a los problemas de aplicacién de ecuaciones cuadraticas

1) 8y 13) 2)al20%). 3)5y 12 Km/h. 4)48+32v/2~93.25u° 5) 6y 8 metros
6. Sol (81) 7.Sol. (27 y 15) 8. Sol (6) 9. Sol. (3 km/hy 4 km/h) 10. Sol. (2
horas y 4 horas)

Respuesta a los ejercicios de ecuaciones cuadraticas incompletas de la
forma ax?+c=0

1. soI\/E,—\/é 2. soI\/l_O,—\/l_O 3. sol5, -5 4.solg,—g 5. sol -0

Respuesta a los ejercicios de ecuaciones cuadréaticas incompletas de la
forma ax?+bx=0

1. sol 0,6 2. sol 0,2 3. sol 0,—% 4. sol 0,% 5. sol0, 2

Respuesta a los ejercicios de ecuaciones cuadraticas incompletas de la
forma a(x+h)?=k

1. sol 7,-1 2. sol —2++/7,-2-7 3. sol 21,5 4. sol 2,-10 5. sol%,—l

Respuesta a los ejercicios de ecuaciones cuadraticas completas de la forma
ax?+bx+c=0 completando trinomio cuadrado perfecto

1. sol—%,Z 2. sol2,3 3. sol-5,-14. sol-3,-2 5. sol-12

Respuesta a los ejercicios de ecuaciones cuadraticas completas de la forma
ax?+bx+c=0 por formula general.

1. sol—%,%z sol-2,3 3. soI5+J§,5—J§ 4, sol—l,g 5. soI—Z,g
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UNIDAD II. FUNCIONES CUADRATICAS.

PROPOSITO DE LA UNIDAD: Al finalizar la unidad el alumnado, analizara el
comportamiento de las funciones cuadraticas en términos de sus parametros me-
diante la contrastacion de la representacion gréfica y analitica. Resolvera
problemas de optimizacion con métodos algebraicos, a fin de continuar con el
estudio de las funciones a partir de situaciones que varian en forma cuadratica y
contrastara este tipo de variacion con la lineal.

APRENDIZAJES.

Con relacién a los conocimientos, habilidades y destrezas, el alumno en
funcién de laresoluciéon de problemas:

e Obtendra el modelo de la funcion cuadrética de una situacion dada.

e Reconocera en una tabla si existe variacion cuadratica por medio de
diferencias finitas. Identificar4 las diferencias entre variacion lineal y
cuadrética.

e Interpretard el comportamiento de la grafica y los parametros de la
expresion algebraica, dentro del contexto de una situacion dada.

e Relacionara el numero de intersecciones de la curva de una funcién
cuadratica con el eje X, con la naturaleza de las raices. En particular,
identificard su ausencia con la existencia de raices complejas.

e El alumno expresara la funcién y=ax? + bx +c en la forma estandar
y=a(x-h)?+k, usando el método de completar un trinomio cuadrado perfecto.
Ademas, interpretara el impacto de sus parametros en el registro grafico.

e El alumno comprendera los términos de concavidad, vértice, maximo,
minimo y simetria.

e Resolvera problemas sencillos de maximos y minimos aprovechando las
propiedades de la funcién cuadratica.
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FUNCION CUADRATICA

Para iniciar con el estudio de la funcién cuadratica, comenzaremos a analizar el
siguiente problema:

- Un granjero tiene 120 metros de malla de alambre y con ello desea cercar
un terreno de forma rectangular. ¢ Cual es la expresién que representa el
area? ¢ Cual es el area maxima del terreno?

Solucioén:

Recuerda que un rectangulo es una figura que tiene dos pares de lados iguales,
una base y una altura, por lo tanto es conveniente realizar un dibujo del mismo:
Recuerda: el perimetro del rectangulo es P=2b+2h

El area A=(b)(h)

b

Una vez que se han establecido los elementos necesarios en el problema, ¢, cémo
podemos relacionar esos datos?

Lo primero que podemos hacer es determinar el perimetro del terreno, puesto que
se sabe que la malla con la que sera cercada es de 120 metros, por lo tanto
podemos establecer que:

2b+2h =120

Una vez relacionado este dato, ahora buscaremos la forma de relacionarlo con la
pregunta que nos hace el problema ¢Cudl sera el area maxima que se puede
cercar con los 120 m?

Recuerda que para encontrar el area de un rectangulo basta con multiplicar la
base b por la altura h, sin embargo, la simple expresiéon no soluciona el problema,
por lo que tenemos que relacionarlo con el perimetro, para lo cual vamos a
despejar una de las variables involucradas, en este caso despejaremos a b, por lo
que tenemos:

2b=120-2h

120-2h
2

b=60-h

b:
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Una vez despejada la base b, lo que procederemos a hacer es sustituirla en la
férmula del area, para lo cual tenemos lo siguiente:

A= (b)(h)
A= (60— h)(h)
A(h) = 60h — h?

Esta expresion que acabamos de determinar muestra el area del rectangulo en
funcién de la altura h, es decir, si le damos un valor de altura, podremos encontrar
un valor de area, lo cual representa parte de la solucion del problema. La segunda
pregunta del problema ser& analizada mas adelante.

Analicemos el siguiente problema:

- A partir de una hoja rectangular de metal de 12 pulgadas de ancho, se
desea construir un canalon para desaguar la lluvia, doblando hacia arriba
dos lados de manera que queden perpendiculares a la hoja. ¢Cuél es la
expresion que representa la capacidad que puede tener el canalén?
¢, Cuantas pulgadas se deben doblar para que el canal6n tenga capacidad
maxima?

Solucién.
Lo primero que tenemos que realizar es un dibujo que represente la situacion.

N

—>

12 - 2x

Como puedes observar lo que se desconoce es la magnitud del doblez para que
el canaldn tenga el area maxima.

Observa también la figura que se forma en el canaldn es un rectangulo, por lo que
la capacidad del canalon depende del area méxima que se obtenga del
rectangulo, por lo que, tomando en cuenta las medidas establecidas en el dibujo
se tiene lo siguiente:

A= (b)(h)
A=(12-2x)(x)
A(X) =12x —2X*

La expresién obtenida nos servird para contestar la segunda pregunta del
problema, la cual retomaremos mas adelante.
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Trabajemos el siguiente ejemplo:

- ¢Cual es el modelo algebraico que representa el producto de dos numeros
cuya suma es 46? Y ¢ Cudles son esos numeros?

Solucion:

Primero representaremos la suma de dos nameros cuyo resultado sea 46, la cual
puede ser:

a+b=46

Ahora, el producto de ambos nimeros esta representado por:

P =(a)(b)
Para poder determinar un modelo algebraico que represente el producto de esos
dos numeros, ahora necesitamos que el producto se encuentre soélo en funcién de
uno de los numeros, por lo que se necesita despejar a uno de los numeros,
teniendo:

a=46-b
Sustituyendo esta Ultima expresion en el producto se tiene lo siguiente:

P =(46-b)(b)

P(b) = 46b —b?
P(b) = -b* + 46b
La expresidon obtenida representa el producto de esos dos numeros, y con ella

determinaremos el valor de dichos nameros, para lo cual lo retomaremos mas
adelante.

Por ultimo, se tiene el siguiente problema:

- ¢Cual es el modelo algebraico que representa el producto de dos numeros
cuya diferencia es 6? ¢ Cuales son esos nUmeros?

Solucioén:

Al igual que en el problema anterior, lo primero que hay que establecer es la
diferencia de dos nimeros, cuyo resultado es 6, por lo tanto, tenemos que:
X—y=6
Una vez establecida la diferencia, entonces plantearemos el producto de ambos
nameros, el cual quedaria de la siguiente manera:
P=0)(y)
Para relacionar ambas expresiones realizaremos el despeje siguiente:
X=6+Yy
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Procederemos a sustituirlo en la expresion correspondiente al producto, quedando
de la siguiente manera:
P=(6+Yy)y)

P(y)=6y+Yy’
P(y)=y’+6y

La expresion obtenida representa el producto de los numeros, y con ella
podremos determinar el valor de los nUmeros, pero antes de responder a cada uno
de los problemas anteriores recordaremos a la funcion cuadrética.

LA FUNCION CUADRATICA

Las expresiones determinadas en cada uno de los problemas anteriores se
clasifican como funciones cuadraticas, las cuales se definen como aquellas cuyos
valores estan dados por un polinomio cuadratico de la forma:

f(x)=ax’ +bx+c
Donde a, b y ¢ son niumeros reales y a es diferente de cero.
Esta forma de representar a una funcidén cuadrética se le conoce como la forma

general, ademas de que cabe aclarar que algunos libros de texto utilizan a y en
vez de f(x) lo cual es correcto.

Otra forma de representar a una funcion cuadratica es de la siguiente manera:
f(x)=a(x—h)*>+k

La cual es conocida como la forma estandar u ordinaria de la funcién cuadratica y
donde también debe de cumplirse que a sea diferente de cero.

La grafica resultante de una funcion cuadratica es una parabola, con eje de
simetria vertical, la cual cuenta con los elementos indicados en la siguiente
grafica:
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La grafica de una parabola sera modificada segun el valor de los parametros a, h

y k.
Veamos el efecto de cada uno de ellos.

En primera instancia, analizaremos el parametro a, observa las siguientes
graficas:

[

Observa que si el parametro a es positivo, la parabola abre hacia arriba, es decir,
tiene concavidad positiva, ademas observa que entre mas grande sea el valor de a
la parabola se alarga cada vez mas.

y=-8x°

s ol 2

4 L -

Observa ahora, cuando el valor de a es negativo la parabola abre hacia abajo, es
decir tiene concavidad negativa.
Otra de las caracteristicas es la siguiente, observa las graficas:

Como puedes observar en las gréficas entre mas pequefio sea el valor del
parametro a ocasiona que la parabola se haga cada vez mas ancha.
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Una vez analizado el parametro a procederemos a analizar el parametro h, para lo
cual observay analiza las siguientes graficas:

Como puedes observar en las graficas, el parametro h ocasiona un
desplazamiento horizontal de la parabola; es decir, se mueve hacia la derecha o
hacia la izquierda contrario al valor que se le esta sumando o restando.

Por ultimo, analizaremos el parametro k, observa las siguientes graficas:

y= (4

Observa en las graficas que el parametro k lo que ocasiona es un desplazamiento
vertical de la paréabola, se recorre tanta unidades como lo indique el valor de k.

En resumen:

- El pardmetro a nos indica la concavidad de la parabola, si es positivo abre
hacia arriba, si es negativo abre hacia abajo. Ademas de indicarnos si es
delgada y alargada o ancha, dependiendo del valor que tenga.

- El pardmetro h provoca un desplazamiento horizontal contrario al signo del
mismo.

- El pardmetro k desplaza a la parabola verticalmente tantas unidades como
lo indique el valor del mismo.

- Observa que el vértice de la pardbola se forma con los valores de los
parametros (h, k)

- Ademas, la ecuacidon que representa al eje de simetriaes x =h
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Ya que se realizd el andlisis por separado de los tres parametros, ahora
analizaremos los tres en conjunto; es decir, realizaremos un bosquejo de la gréfica
Gnicamente utilizando los parametros.

Se tiene la siguiente funcion:
f(x)=4(x-5)*+3

Lo primero que debemos hacer es identificar a cada uno de los parametros:

a = 4, lo que ocasiona que la pardbola tenga concavidad positiva y sea alargada.

h = 5, lo cual ocasiona un desplazamiento horizontal de cinco unidades hacia la
derecha.

k = 3, lo cual ocasiona un desplazamiento hacia arriba de tres unidades.

Con los valores de h y k podemos identificar el vértice el cual se encuentra en el
punto (5, 3).

Ahora si, podemos realizar el bosquejo de la grafica, el cual queda de la siguiente
manera:

V5,3)

Serie de Ejercicios A.

Realiza el bosquejo de las siguientes parabolas analizando los parametros.

a) f(x)=6x°
b) f(x)=-4x>
c) f(x)=x*-5

d) f(x)=-x"+2

e) f(x)=(x+6)

f) f(xX)=—(x-4)°

g f(xX)=-2(x+3)°-1
h) f(x)=8(x+1)*>-6
) f(X)=—(x+4)"+2

i f(x)=%<x—3)2+3
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Ya que fueron analizados los parametros, y una vez que observaste que la funciéon
cuadratica en su forma ordinaria proporciona directamente el vértice y la
concavidad ahora vamos a realizar la transicion entre el registro ordinario al
registro general.

Trabajemos con el ejemplo anterior, tenemos la funcién:
f(x)=4(x-5)"+3
Lo primero que tenemos que hacer es desarrollar el binomio al cuadrado, por lo
que tenemos:
f(x) =4(x* —=10x+25)+3

Realizando las operaciones pertinentes y agrupando términos:

f (X) = 4(x* —10x +25) +3
f (x) =4x* —40x+100+3
f (x) = 4x* —40x+103

Obteniendo la funcién cuadrética en su forma general.

Veamos otro ejemplo:
f(x)=-2(x+3)*-5

Desarrollando el binomio se tiene:
f(x)=-2(x*+6x+9)-5
Realizando las operaciones pertinentes se tiene:

f(x)=-2(x* +6x+9)-5
f(x)=-2x*-12x-18-5
f(x) =-2x*-12x—23

Obteniendo la funcion cuadratica en su forma general.
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Serie de Ejercicios B:

Determina la funcion cuadratica en su forma general en cada uno de los
siguientes incisos.

a) f(X)=-3(x+7)*+5
b) f(x)=4(x+9)? -1
c) f(x)=-10(x—8)*+4

d) f(x):%(x+4)2—2

e) f(x) =—§(x+9)2

Una vez que ya observaste como es que se realiza la transicion entre el registro
ordinario y general, ahora realizaremos el proceso inverso, es decir, pasaremos la
funcién de su registro general al ordinario.

Veamos el siguiente ejemplo:

Tenemos la funcion:

f (X) =2x° +20x + 46

Lo primero que tenemos que hacer es que el término cuadratico tenga como
coeficiente uno positivo, debido a que tenemos que completar un trinomio
cuadrado perfecto, para la cual vamos a factorizar al término cuadratico y al lineal
de la siguiente manera:

f (X) = 2x* + 20x + 46
f (x) = 2(x* +10x) + 46

Una vez que tenemos al término cuadratico con coeficiente uno positivo y al
término lineal, procederemos a completar el TCP, por lo que tenemos que obtener
la mitad del término lineal y elevarla al cuadrado para integrarlas a la expresion de
la siguiente manera:

f (x) = 2(x* +10x) + 46
f (X) = 2(x* +10x + 25) + 46— 25(2)

Una vez completado el TCP procederemos a factorizarlo y a realizar las
operaciones pertinentes, de tal manera que:

f (X) = 2(X* +10x + 25) + 46 — 25(2)
f(x)=2(x+5)* +46-50
f(x)=2(x+5)*-4
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Resultando entonces la funcidon cuadratica en su forma ordinaria, la cual nos
proporciona el vértice y la concavidad de la parabola.

¢,Cuales son las coordenadas del vértice?
¢ Hacia donde abre la parabola?
¢, Cual es la ecuacion del eje de simetria?

Trabajemos el siguiente ejemplo:

f(x)=x"+6x+8
Observa que la ecuacion ya tiene el término cuadratico con coeficiente uno
positivo, por lo tanto podemos completar directamente el TCP, de la siguiente

manera:

f(X)=x*+6x+8
f(X)=x"+6x+9+8-9

Factorizando y realizando las operaciones pertinentes tenemos:

f(X)=x*+6x+9+8-9
f(x)=(x+3)*+8-9
f(x)=(x+3)*-1

Resultando la funcién en su forma ordinaria.

¢,Cuales son las coordenadas del vértice?
¢ Hacia donde abre la parabola?

Serie de ejercicios C:
Representa, en su forma ordinaria, cada una de las siguientes parabolas:

a) f(x)=x*-4x-5
b) f(X)=—x"+6x+8
0) f(X) =—x"+6x-2
d) f(x) =4x" +4x+1

e) f(x) =3x* -6x+5
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Pero ¢para qué sirve realizar la transicion entre el registro general y el registro
ordinario?

Recuerda que el registro ordinario te proporciona el vértice y la concavidad, vy el
registro general te permite conocer las raices de la ecuacion (las intersecciones
de la pardbola con el eje de las abscisas).

Veamos cOmo se obtienen estas intersecciones.

Los puntos de interseccion de la parabola con el eje de las abscisas (eje x), se
pueden determinar (si es que son reales) cuando se tiene que y = 0; es decir la
funcion cuadratica se iguala a cero y se resuelve la ecuacion cuadratica
resultante.

Al resolver la ecuacion cuadratica, se determinan sus raices las cuales
representan graficamente las intersecciones con el eje x; de lo cual se puede
obtener:

Dos raices reales | Dos raices reales iguales: | Dos raices
desiguales: dos | una interseccion imaginarias:  ninguna
intersecciones interseccion.

21

T T T T T T T -2

24 4 7

A
on

Ejemplo 1.

Para determinar las intersecciones de la funcion y = x>+ 2x - 15; seigualay =0y
se obtiene la siguiente ecuacion cuadratica: x>+ 2x—15=0

Los métodos para resolver una ecuacion cuadratica son: Formula General,
Factorizacion y Completar un TCP.

Utilizando la férmula general para resolver la ecuacion x>+ 2x —15=0
Setieneque:a=1 b=2 =-15

b \J(b) —dac  -2+,)(2)° —4(1)(-15)
2a - 2(1)

X =
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L _2t\4+60 _—2:\64 248

2 2 2
X, =3
X, =—5
Por lo tanto las intersecciones de la parabola con el eje x son x1=3 y X2 = -5.

Para graficar la pardbola se necesita el vértice; por lo que hay que determinar la
funcién en su forma ordinaria.

y=x"+2x-15
y=(x*+2x+1)-15-1
y=(x+1)°*-16

Con el vértice (-1,-16), la concavidad positiva (la parabola abre hacia arriba) y las
intersecciones x1=3 y X2 = -5 se puede trazar la parabola.

| o

-
=
I

on
I T N B |

(-5,0)

=10

(3,0)

10

Ejemplo 2.

Para determinar las intersecciones de la funcién y = 7 x2 + 28x + 39; se iguala 'y =
0 y se obtiene la siguiente ecuacién cuadratica: 7x?+ 28x + 39 =0
Utilizando la férmula general para resolver la ecuacién 7x2+ 28x + 39 = 0
Setieneque:a=7 b=28 ¢=39
bxJ(b) —dac  -28:,)(28)’ - 4(7)(39)
X = =
2a 2(7)
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‘o —28++/784-1092 —28++-308
14 14
X, =imaginaria

X, =imaginaria

Por lo tanto la parabola no tiene intersecciones con el eje x.
Para graficar la pardbola se necesita el vértice; por lo que hay que determinar la
funcion en su forma ordinaria.

y =7x* +28x+39
y=T7(x"+4x+4)+39-28
y=7(x+2)*+11

Con el vértice (-2, 11) y la concavidad (positiva la pardbola abre hacia arriba) se
puede trazar la parabola.

0
|

L
=)
|

- |

N
=
T

=]

Ejemplo 3.

2
Para determinar las intersecciones de la funcion y:4(x—%J (Forma Ordinaria);

2
se iguala y=0 y se obtiene la siguiente ecuacion cuadratica: 4(x—%) =0
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Para determinar las raices de la ecuacion solo se despeja X.

X\ ==Y x2=l es decir
2 2

2
1 0
X_E = 2 las dos raices de la ecuacién
son iguales; solo hay una

2 interseccion con el eje x.
’(x—% =+J0

Con el vértice (%Oj la concavidad positiva (la parabola abre hacia arriba) y la

. . 1 .
interseccion x = > se traza la parabola.

Serie de Ejercicios D:

Determina el vértice, la concavidad, la ecuacion del eje de simetria, las raicesy la
grafica de cada una de las siguientes funciones:

a) y=x>+6x-16
b) y=-x*+6x+18
c) y=-4x>+24x—-36
d y=x"+2x+1

e) y=(x+1)>-1

f) y:%(x—s)z—z

g) y=-8(x+1)*+6
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Es importante recalcar que también podemos determinar la funcion cuadratica a
partir de su gréfica, la cual se obtiene de la siguiente manera:

De la gréfica:

—

vV

Podemos obtener informacién de la gréfica que nos permitira obtener la funcion
correspondiente, por ejemplo, observa que el vértice se encuentra en el punto
(0,-1) lo cual significa que el valor de h =0 y el valor de k = -1.

Por otro lado, observa que el punto (1,2)pertenece a la parabola, de tal manera
gue conocemos los valores x =1,y =2.

Como recordaras, funcion cuadratica tiene la forma: f(x)=a(x-h)>+k , para

establecer la funcion asociada a la grafica procederemos a sustituir los elementos
gue conocemos, los cuales son:

h=0,k=-1,x=1,y=2, recuerda que se establecié anteriormente que f(x) es lo
mismo que Yy, con lo que se tiene:

2=a(1-0)*+(-1)

Como puedes observar, falta determinar el valor de a, para lo cual procederemos
a despejarla:

2=a(l)’-1

2+1=a

3=a
Una vez determinado el valor del parametro a, y conocidos los parametros h y k,
entonces podemos establecer la funcion buscada, quedando:

y=3(x-0)°+(-1)
y=3x"-1
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Una vez que observaste como es que se obtiene, inténtalo ta. Obtén la grafica de
la funcién cuya grafica es:
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PROBLEMAS DE APLICACION

Por ultimo, retomemos los problemas que trabajamos al inicio de la unidad, ya que
dejamos pendiente una de las preguntas de cada problema.

Del problema:

- Un granjero tiene 120 metros de malla de alambre y con ello desea cercar
un terreno de forma rectangular. ¢Cual es la expresion que representa el
area maxima? ¢ Cual es el area maxima del terreno?

La expresion que representa el &rea maxima es A(h) =60h—h?

Observa que la expresion encontrada es una funcion cuadréatica en forma general.
Para contestar a la segunda pregunta lo que necesitamos hacer es obtener la
gréfica de dicha funcion, para ello tenemos que transitar a su forma ordinaria, con
lo cual encontraremos el vértice. Por lo que:

A(h) = —h? +60h

A(h) = —(h? —60h)

A(h) = —(h? —60h +900) — 900(~1)
A(h) = —(h—30)2 +900

Como puedes apreciar se trata de una parabola cuya concavidad es negativa, es
decir, abre hacia abajo y cuyo vértice se encuentra en el punto V (30, 900).
También podemos determinar el valor de las raices, igualando la funcién con cero
y resolviendo la ecuacion resultante, de tal manera que:

~h*+60h =0

FACTORIZANDO

h(-h+60)=0

donde

h =0

Ademas

-h+60=0

—h=-60

h, =60
En resumen, tenemos una parabola que abre hacia abajo y cuyo vértice esta en el
punto (30, 900) con lo cual obtenemos un valor de h = 30m y un valor de area

ocasionado por este valor h, el cual es Area =900 m?, la cual es el &rea maxima
que puede tener el terreno.
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Concluyamos el segundo problema:

- A partir de una hoja rectangular de metal de 12 pulgadas de ancho, se
desea construir un canalon para desaguar la lluvia, doblando hacia arriba
dos lados de manera que queden perpendiculares a la hoja. ¢Cuél es la
expresion que representa la capacidad maxima que puede tener el
canalén? ¢Cuantas pulgadas se deben doblar para que el canalon tenga
capacidad maxima?

La expresion que representa el area maxima es: A(X) = -2x* +12x

Ahora lo que hay que determinar es el valor de x que origina que el canalén tenga
capacidad maxima, para lo cual transitaremos de la forma general a la forma
ordinaria, de tal manera que:

A(X) = —2x* +12x
A(X) = —2(x* —6X)
A(X) = -2(x* —6x+9) —9(-2)
A(x) =-2(x-3)* +18
Como puedes observar, el vértice de la parabola que representa el problema es

(3,18), el cual brinda la informacion necesaria para responder a la pregunta del
problema.

Cuando se dobla 3 pulgadas hacia arriba las paredes del canalon, este tiene una
capacidad maxima de 18 plg>.

Del tercer problema:

- ¢Cual es el modelo algebraico que representa el producto maximo de dos
nameros cuya suma es 46? Y ¢ Cuéles son esos niUmeros?

La expresion algebraica obtenida fue la funcién cuadréatica: P(b) = —b® +46b

Observa que la expresion representa el producto en funcion de b, por lo que para
determinar cuales son los nimeros que originan el producto maximo ser necesario
obtener la forma ordinaria de la funcion, de tal manera que:

P(b) = —b* +46b

P(b) = —(b? — 46b)

P(b) = —(b* —46b +529) —529(-1)
P(b) = —(b—23)* +529



Guia de estudio para Matematicas Il Plan de Estudios Actualizado

Observa que el vértice de la parabola se encuentra en (23,529), el cual brinda la
informacion necesaria para resolver el problema, el valor de b es 23, y ese valor
origina un producto méaximo de 529.

Con ese valor de b se puede obtener el valor de a obtenlo.

Por ultimo, del problema:

- ¢Cual es el modelo algebraico que representa el producto minimo de dos
nameros cuya diferencia es 6? ¢ Cuales son esos hiumeros?

La expresion que se obtuvo fue: P(y) =y’ +6y

Para determinar cudal es el producto minimo, tendremos que obtener el vértice de
la funcién cuadratica obtenida, de tal manera que:

P(y)=y®+6y
P(y)=y*+6y+9-9

P(y)=(y+3)°-9

El vértice de la parabola se encuentra en (-3,-9), con lo cual podemos responder a
la pregunta pendiente del problema, el valor de y = -3, ocasiona un producto
minimo igual a -9, con el valor de y obtenido puedes obtener el valor de a, obtenlo.

Resuelve los siguientes problemas:

1.- A partir de una hoja rectangular de metal de 12 pulgadas de ancho, se desea
construir un canalén para desaguar la lluvia, se doblan hacia dos lados de tal
manera que queden perpendiculares a la hoja. ¢ Cudl es la expresion algebraica
gue representa la capacidad maxima (area transversal maxima) que puede
desalojar el canalon? ¢Cuantas pulgadas se deben doblar para que el canalén
tenga capacidad maxima?

2.- Una persona que se encuentra en la parte mas alta de un edificio lanza hacia
arriba un objeto. Después de t segundos, la altura del objeto respecto al suelo en

pies esta dada por s(t) =-16t> +144t+100, ;Cudl es la maxima altura que alcanza
el objeto? ¢ Cual es la altura del edificio?

3.- Se requiere cercar un corral de forma rectangular, utilizando una barda de
piedra como uno de los lados mas largos del rectangulo, para realizar el trabajo se
cuenta con un rollo de malla ciclénica de 1000 metros de longitud. ¢Cual es la
expresion algebraica que representa el area del corral? ¢Cudl es el &rea maxima
gue se puede cercar?
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4.- A un tiempo cero (t = 0) un clavadista se impulsa a una velocidad de 16
pies/seg, desde una plataforma que se encuentra a una altura (s) de 32 pies sobre
el agua. La funcion que define la trayectoria del clavadista es s(t) =-16t°+16t+32.
a) ¢ Cuénto tiempo le toca al clavadista alcanzar la altura maxima?

b) ¢ Cual es la altura maxima que alcanza el clavadista?

c) ¢,Cuando el clavadista toca o llega al agua?

d) ¢A qué altura se encontraba el clavadista después de un segundo de haberse
lanzado?

5.- La formula =128 -161" expresa la altura h en metros desde el piso, que alcanza
un objeto en t segundos después de ser lanzado. ¢ Cudl es la altura maxima que
alcanza el objeto? ¢Cuanto tarda en llegar a su altura maxima? ¢ Cuanto tarda en
regresar al piso contando desde que fue arrojado? ¢En cuantos segundos se
encontrara el objeto a una altura de 192 m? Elaborar un bosquejo de la grafica

6.- Se quieren construir con 300 metros de alambre seis jaulas de forma
rectangular como se muestra en la figura:

¢ Qué medidas debe tener el ancho y largo para que el area de las seis jaulas sea
la maxima, y cudl es esa area?

7.- El peso de una parte de un puente colgante esta uniformemente distribuido
entre torres gemelas, las cuales estan separadas 400 pies, y se elevan a 90 pies
sobre la carretera horizontal. Un cable tendido entre las puntas de las torres tiene
la forma de una pardbola, y su punto central esta a 10 pies sobre la carretera.
Halle la ecuacién de la parabola

Se usan nueve cables con separacion uniforme para sostener el puente. Calcule la
longitud total de los cables.

8.- Un jugador de béisbol lanza una pelota que sigue una trayectoria descrita por
la siguiente funcion
h= —2t*+12t+ 4
Donde t: tiempo en s, h: altura en m.
¢ Cuédl es la altura méaxima que alcanza la pelota?
¢ En qué tiempo alcanza esa altura maxima?
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SERIE DE EJERCICIOS A:

Plan de Estudios Actualizado

SERIE DE EJERCICIOS B

f(X) =—3x* —42x-142
f(x) =4x* +72x+323

f (x) = —10x* +160x — 636
f(X) :%x2 +4X+6

f(x):—%xz—Gx—27
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SERIE DE EJERCICIOS C

a) f(x)=(x-2"-9
b) f(x)=—(x-3)*+17
c) f(X)=—(x-3)°+7

d) f(x)=4(x +%)2
e) f(X)=3(x-1)?+2

SERIE DE EJERCICIOS D

a) Vértice (-3, -25), Concavidad positiva, Eje de simetria x = -3,

_ 2
Raices x1 = 2, x2=-8 Ecuacion: FO)=(x+3)" =25

b) Vértice (3,27), Concavidad negativa, Eje de simetria x = 3,
Raices x1 = 8.19, x2=-2.19  Ecuacion: f(x)=—(x—3)*+27

c) Vértice (3,0), Concavidad negativa, Eje de simetria x = 3,
Raices x1 =3, x2=3  Ecuacion: f(x)=-4(x-3)°

d) Vértice (-1, 0), Concavidad positiva, Eje de simetria x = -1,
Raices x1 = -1, xo=-1  Ecuacion: f(x)=(x+1)°

e) Vértice (-1, -1), Concavidad positiva, Eje de simetria x = -1,
Raices x1 = 0, x2=-2  Ecuacion:  f(x)=(x+1)*-1

f) Vertice (3,-2), Concavidad positiva, Eje de simetria x = 3,

Raices x1 =5, x2=1  Ecuaciéon: f(x) :%(X—B)Z -2

g) Vértice (-1, 6), Concavidad negativa, Eje de simetria x = -1,
Raices x1 = -0.13, xo=-1.86  Ecuacion: f(x)=-8(x+1)*+6
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FUNCION DE LA GRAFICA: f(x)= —gxz +1

SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS:

1.- A=-2x2+12x se debe doblar de 3 pulgadas.

2.- Altura Maxima 424m Altura del edificio 100m

3.- A=-2x2+1000x Area méaxima: 125000 m2 Ancho 250m Largo 500m
4.-a) Y2seg. b)36m c)2seg. d) 32m

5.- La altura maxima que alcanza el objeto son 256 metros, el objeto tarda 4
segundos en llegar a su altura maxima, y tarda 8 segundos en regresar al piso
desde que fue arrojado, el objeto se encuentra a 192 metros de alturaalos2y a
los 6 segundos.

6.- largo 50, ancho 37.5, y el area 1875m cuadrados.

7.- y= (1/500)x%+10; 390 pies

8.- La altura maxima es de 22 m en un tiempo de 3 s.
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UNIDAD lIl. ELEMENTOS BASICOS DE GEOMETRIA PLANA

PROPOSITO DE LA UNIDAD: Al finalizar la unidad, el alumnado comprendera
algunos conceptos y relaciones geométricas, obtenidos empiricamente a través de
construcciones con regla y compas. Aplicara los conocimientos adquiridos en la
resolucion de problemas geométricos.

APRENDIZAJES.

Con relacién a los conocimientos, habilidades y destrezas, el alumno en funcién
de la resolucion de problemas:

e Conoceré el origen de la Geometria Euclidiana y su sistematizacion.

e Describira y reconocera los elementos basicos de una figura geométrica,
los expresara en forma verbal y escrita.

e Comprendera mediante la construccion, los conceptos: segmento de recta,
punto medio, lineas paralelas, lineas perpendiculares, mediatriz, angulo y
bisectriz.

e Clasificara los &ngulos por su medida y su relacién con otros.

e Conoceré e identificara los tipos de angulos que se forman entre dos rectas
cortadas por una transversal.

e Concluira que en el caso que dos rectas paralelas sean cortadas por una
transversal, los angulos alternos internos son congruentes e inversamente.

e Aplicara los conceptos anteriores en la resolucién de problemas.

e Clasificara los triangulos segun sus lados y angulos.

e Explicara en qué casos es posible construir un tridngulo, a partir de tres
segmentos dados.

e Mostrara y justificara las propiedades entre los angulos de un triangulo:

e Aplicara las propiedades de los angulos de un tridngulo en la resoluciéon de
problemas.

e Distinguird las caracteristicas que determinan a las rectas y puntos notables
en un triangulo

e Determinara geométricamente la distancia de un punto a una recta.

e Justificara y aplicara las propiedades del triangulo isésceles.

e Describira los poligonos por sus caracteristicas (regulares e irregulares).

e Conoceray aplicara las propiedades de los poligonos.

e Calculara el perimetro y area de un poligono regular.
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e Calculara el &rea de un poligono irregular por triangulacion.
¢ Identificara las lineas notables de la circunferencia.

e Localizara el centro de una circunferencia.

e Aproxima el perimetro y area del circulo.

CONSTRUCCIONES Y ELEMENTOS GEOMETRICOS BASICOS.

RESENA HISTORICA.

La palabra Geometria se deriva de los vocablos griegos geé (tierra) y metrein
(medir), por lo que al hablar de Geometria nos referimos a la medida de la tierra.
Sin embargo, la Geometria se encarga también de estudiar las caracteristicas y
propiedades de figuras como puntos, rectas, planos y aquellas que se
encuentran en un plano o en el espacio.

A continuacion, se muestra una tabla con algunos de los acontecimientos y
personajes importantes a lo largo de la historia de la Geometria Euclidiana:

PERIODO ACONTECIMIENTO

-2000 a -500 | Babilonia y Egipto: "En Babilonia se tiene registro de medidas como: El
calculo de areas, del cuadrado, del circulo (con un valor aproximado de 3
para el numero Pi).En Egipto, cuando el Nilo crecia se llevaba parte de las
tierras, los agrimensores tenian que rehacer las divisiones para el pago de
impuestos. Utilizaron también la geometria en la construccién de piramides.
Existen papiros (Rhind) en los que aparecen resueltos problemas
geométricos de areas.

-800 a -400 | Grecia: Comienza la Geometria como ciencia deductiva. Los problemas
practicos relacionados con las necesidades de calculos aritméticos,
mediciones y construcciones geomeétricas continuaron jugando un gran

papel.

-630 a -545 | Thales de Mileto: Representa los comienzos de la Geometria como ciencia
racional. Fundoé la escuela Jonica. Fue uno de los siete sabios de Grecia.
Sus estudios lo condujeron a poder determinar distancias inaccesibles, la
igualdad de los angulos de la base del triangulo isdsceles, el valor del
angulo inscrito en la circunferencia, la demostracion de teoremas sobre
paralelas y proporcionalidad que llevan su nombre.

-582 a-500 | Pithgoras de Samos. Se cree que fue discipulo de Thales. Fundo la escuela
pitagorica en Crotona, al sur de Italia. Alli se discutia filosofia, matematicas
y ciencias naturales. Se le atribuye la demostracion de la propiedad de la
suma de los angulos internos de un tridngulo, la construcciébn geométrica
del poligono estrellado de cinco lados, la demostracion del teorema de
Pitagoras y como consecuencia de éste, el descubrimiento de numeros
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irracionales como V2 y /3.

-325 a-265

Euclides. Escribié una de las obras mas famosas de todos los tiempos: "Los
Elementos", que consta de 13 capitulos llamados "Libros". De esta obra se
han hecho tantas ediciones que sOlo lo aventaja la Biblia. Euclides
construye la geometria partiendo de definiciones, postulados y axiomas con
los cuales demuestra teoremas. La geometria euclidiana ha sobrevivido
hasta nuestros dias. Los 5 axiomas de Euclides son los siguientes:

e Dados dos puntos se puede trazar una recta que los une.

e Cualquier segmento puede prolongarse de manera continua en
cualquier sentido.

e Se puede trazar una circunferencia con cualquier punto y de
cualquier radio.

e Todos los dngulos rectos son congruentes.

e Por un punto exterior a una recta, se puede trazar una Unica paralela.

-287 a-212

Arquimides de Siracusa: Inventd la forma de medir el area de superficies
limitadas por figuras curvas como la elipse y el volumen de soélidos limitados
por superficies curvas como el cono y la esfera. Elaboré6 un método para
calcular una aproximacién al niamero Pi.

CONCEPTOS BASICOS.

METODO DEDUCTIVO Método que consiste en encadenar

conocimientos verdaderos, para
obtener, como consecuencias
l6gicas, conocimientos nuevos.

AXIOMA

Es una proposicibn que se
considera evidente y se acepta sin
requerir demostracion previa. En
un sistema hipotético — deductivo
es toda proposicion no deducida
(de otras) si no que constituye una
regla general de pensamiento
l6gico.

POSTULADO

Es wuna proposiciébn, no tan
evidente como un axioma, pero
gque también se admite sin
demostracion.

TEOREMA

Proposicion (supuestamente
verdadera), que debe  ser
demostrada mediante el uso de
axiomas, definiciones u otros
teoremas ya demostrados.
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Punto: Concepto geométrico que representa una
posicion. No tiene grosor ni longitud. Se
representa mediante un punto dibujado.

Linea. Es una figura que tiene longitud, pero no
grosor. Puede ser curva o recta.

Recta: Linea en la que todos los puntos que la
forman tienen la misma direccion. Se puede
extender indefinidamente.

Rectas paralelas: Dos rectas son paralelas,
cuando nunca se cruzan. Ademas la distancia
perpendicular entre ellas es siempre la misma.

Rectas oblicuas: Dos rectas que al intersectarse
no forman angulos rectos.

Rectas perpendiculares Dos rectas son
perpendiculares entre si, cuando al cruzarse
forman angulos rectos

Tangente a una curva. Recta que toca a una
curva en un solo punto llamado punto de
tangencia.

<-—- Punto de tangencia

Punto de interseccion :
Punto donde se cruzan ya sea dos rectas, recta y
un plano, una recta y una circuneferencia, etc.

Segmento: Porcion de linea recta que esta
limitada por dos puntos que son sus extremos
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Segmentos congruentes: son aquellos que tienen

la misma longitud. [N
AB = CD

¢ D

%
Angulo: Abertura entre dos rectas que se L
encuentran o intersectan en un punto.
A las rectas que se encuentran se les llama lados |

p lados

del angulo y al punto en donde se cruzan se le vértice N

llama vértice del angulo.

Mediatriz: Recta que pasa por el punto medio de
un segmento y es perpendicular a éste.

Semirrecta: Porcion de linea recta que solo esta /
limitada en un extremo. -

Circunferencia: conjunto de puntos cuya distancia
a un punto fijo llamado centro es la misma.

Arco:

Porcién de circunferencia. B

Bisectrizz. Segmento de recta que divide a un
angulo en dos angulos iguales.

2
Radio: -
Distancia entre los puntos de una circunferencia
y el centro de ésta.
Ao/—\.s
L
K,Z

CONSTRUCCIONES GEOMETRICAS:

Una construccion geométrica, es un dibujo realizado mediante regla no graduada y
compas.
e Con la regla se trazan lineas rectas, segmentos, semirrectas, se unen
puntos, sin tomar en cuenta la escala.
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e EIl compas se utiliza para trazar circunferencias, arcos, transportar distancia
es decir, con el compas “se miden” longitudes.

Existen diferentes formas de hacer una construccion geométrica las cuales son
validas si se puede dar una justificacion. A continuacion ejemplificamos algunas,
sugiriendo alguno de los métodos de construccion:

A) Construir un segmento CDcongruente a otro segmento dado AB.

A B
— —o

SUGERENCIA DE SOLUCION

Paso 1: Trazar una recta | cualquiera
de mayor longitud a AB.

Paso 2: Marcar un punto cualquiera C
enl.

Paso 3. Abrir el compéas con centro en
C y radio AB y marcar un arco que
corte a |. Nombrar D al punto de
interseccion de | con el arco. D
El segmentoCD, es el segmento
buscado.
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B) Dado un angulo BAC construir otro angulo igual:

B

SUGERENCIA DE SOLUCION

Paso 1: Abrir compas con radio AB,
con centro A trazar una circunferencia
y prolongar AB del lado de A hasta
tocar la circunferencia; asignar a este
punto el nombre de B’".

Paso 2: Abrir compas con radio AC,
con centro A, trazar una circunferencia
y prolongar AC del lado de A hasta
tocar la circunferencia y asignar punto
C.

El angulo B’AC’ es el angulo buscado.
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C) Construccion de un angulo igual a otro angulo dado, que pase por un

punto fuera del angulo.

SUGERENCIA DE SOLUCION

Con la regla, trazar una
semirrecta cualquiera L1, con
A’ como punto inicial.

Con radio AC, trazar una
circunferencia R1 con centro
en A’. Llamar C’ al punto en
el que esta circunferencia
cortaa Li

Con radio CB, trazar una
circunferencia R2 con centro
en C'.
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Con radio AB, trazar una
circunferencia Rz con centro
en A’. Nombrar B’y B” a los
puntos donde Rz se
intersecta con Ra.

Trazar un segmento entre A’
y B’

El angulo B'’A’C’ es el angulo
buscado.

De otra forma:
Trazar un segmento entre A
y B!l.

El angulo B”A’C’ es el angulo
buscado.
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D) Trazar mediatriz de un segmento AB dado.
B

.A/_,//.

SUGERENCIA DE SOLUCION

Paso 1: Del segmento AB, con centro \
en A abrir el compéas mas de la mitad
de la longitud de AB 'y trazar un arco -

por arriba y por abajo del segmento /
N A
AB.

Paso 2: Con centro B y el mismo radio
del paso anterior, trazar un arco por
arriba y uno por abajo del segmento

AB. -

/
A
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Paso 3: Donde se cruzan los arcos,
asignar puntos C y D y unirlos en una
linea recta.

Llamar M al punto donde cruzan AB
conCD.

El segmento CD es la mediatriz de
AB y el punto M, es el punto medio de
AB .

E) Construccion de la bisectriz de un angulo.

A

SUGERENCIA DE SOLUCION

Con centro en B, abrir el compas con
un radio que corte los dos lados del
angulo y marcar los arcos que cortan
los lados. A los puntos de interseccion
nombrarlos como Ey F.

=

Con centro en el punto E y un radio
cualquiera, marcar una circunferencia
C1 dentro del angulol] ABC.

Con centro en el punto F y el mismo
radio, marcar un arco Cz, dentro de
] ABC que intersecte a Ca.
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Nombra J a uno de los puntos de
interseccion de C1y Co.

Unir con una semirrecta, B con J.

Esta semirrecta es la bisectriz de
[0 ABC.

F) Construccién de una perpendicular a unarectal que pase por un punto P

en larecta.

Dada la recta| y un punto P en la recta, construir una recta l1, que sea

perpendicular a |l y que pase por P.

F

SUGERENCIA DE SOLUCION:

Con centro en P y cualquier radio,
construir un arco d que intersecte a |
en dos puntos A, B.

Trazaremos la mediatriz de AB, que
pasara por el punto P, por ser el centro
del arco:

Con centro en Ay radio mayor a la

mitad de AB, trazar una circunferencia
C1.

Con centro en B y el mismo radio,
trazar una circunferencia C..

Llamar A’, B’ los puntos donde se
intersectan las circunferencias.

Unir los punto A’, B’ mediante una
recta I que pasara por P.

La recta l1, es la recta buscada.
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I. Relaciona de forma correcta las columnas:
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()

Apertura entre dos rectas que se encuentran o
intersectan en un punto llamado vértice.

Babilonia

Se le atribuye el descubrimiento de numeros
irracionales como V2, V3

Paralelas.

Lugar donde crecia el Nilo y los agrimensores
rehacian las dimensiones de los terrenos

Mediatriz

Recta que pasa por el punto medio de un
segmento y es perpendicular a éste.

Axiomas de Euclides.

Estudia las caracteristicas y propiedades de
figuras como puntos, rectas, planos y aquellas
gue se encuentran en un plano o en el espacio.

Circunferencia

-Dados dos puntos se puede trazar una recta que
los une.

-Cualquier segmento puede prolongarse de
manera continua en cualquier sentido.

-Se puede trazar una circunferencia con cualquier
punto y de cualquier radio.

-Todos los angulos rectos son congruentes.

-Por un punto exterior a una recta, se puede
trazar una unica paralela.

Bisectriz

Rectas que nunca se cruzan

Egipto

Conjunto de puntos cuya distancia a un punto fijo
llamado centro es la misma.

Thales de Mileto

En este lugar, se tenia una aproximacion de 3
para el nimero Pi.

Geometria
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( ) | Demostro teoremas sobre paralelas. Es uno de

los 7 sabios de Grecia

10. Angulo

( ) | Segmento de recta que divide a un angulo en dos

angulos iguales.

11. Pitdgoras de Samos

RESPUESTAS: 10,11,7,3,9,4,2,5,1,8,6

Il. Realiza las siguientes construcciones utilizando Gnicamente reglay
compés. Describe los pasos que realizaste para llevar a cabo tu

construccion.

Dados dos segmentos de longitud my
n construir otro de longitud (2m+2n).

o
o

Dados dos segmentos de longitud my
n, con m>n, construir otro de longitud
m-n

o
.

Construir un triangulo equilatero cuyos
lados tengan longitud m.

Trazar una recta |2 perpendicular a una
recta |1 que pase por un punto P fuera
de l1.

Trazar una recta |2 paralela a una recta
l1 que pase por un punto P fuera de 1.

m

n

m

n
/
P
® /
l 1
P

N
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Dados los segmentos de longitud m y

n, construir un triangulo rectangulo m
cuyos catetos midan my n.

Construir un rectangulo cuyos lados

tengan longitud my n. /

ANGULOS

Es la abertura formada por dos semirrectas con un mismo origen llamado vértice.
Las semirrectas se llaman lados. Se usa una letra griega dentro del angulo.
También podemos usar tres letras maydsculas de manera que la letra que esta
situada en la parte de en medi6 es el vértice del &ngulo.

Cc

4<ABC

CLASIFICACION DE LOS ANGULOS:
Los angulos se pueden clasificar:

a) Segun su medida.

a) Angulo convexo. b) Angulo agudo.
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0°£3/180°
0°/B/90°
B
c) Angulo recto. d) Angulo obtuso.
90°/3/180°
g
6 = 90°
-
e) Angulo llano. f) Angulo completo
(perigonal)
180°
A
360°
b) Segun se suma.
i.  Angulos complementarios. i. Angulos suplementarios.
(87 o B
<
a+ (3 =90° a+ 3 =180°

c) Segun su posicion.

| a)Angulos adyacentes | b) Angulos consecutivos.
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’ 5

Un lado los une. Pueden formar mas angulos.

c) Angulos opuestos por el vértice. Los angulos son iguales.

ANGULOS ENTRE RECTAS PARALELAS CORTADAS POR UNA
TRANSVERSAL.

Rectas paralelas: dos rectas son paralelas, si al prolongarse en ambas
direcciones no se intersectan en ningun punto.

Recta secante: dos rectas son secantes si se intersectan en un punto

Al cortar dos rectas con una secante se forman 8 angulos, los cuales se
representan con letras minusculas o con nameros, se clasifican por parejas de
acuerdo con la posicién que tienen con la secante, los angulos formados son:

Colaterales internos: angulos situados en el mismo lado de la secante y dentro
de las rectas
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Colaterales externos: angulos situados en el mismo lado de la secante y fuera de
las rectas

Correspondientes: angulos situados en un mismo lado de la secante, formando
parejas, un interno con un externo

Alternos internos: angulos interiores que se encuentran en uno y otro lado de la
secante

Alternos externos: angulos exteriores que se encuentran en uno y otro lado de la
secante

Angulos opuestos por el vértice: son aquellos que tienen en comdn el mismo
vértice y se oponen uno del otro

Opuestos por el vértice Alternos internos
1=4 3=6
2=3 4=5
5=8 1./2
7=6 3/4

i Alternos externos
Correspondientes

1=8
1=5 2=7
3=7 5/ 6
2=6 /8
4=8 Colaterales externos
Colaterales internos
3y5 1y7
4y6 2y8

Angulos suplementarios: son aquellos que al sumarse forman un angulo llano, es
decir su suma es igual a 180°.
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Suplementarios

1y 2
1y 3
2y4a
3y4

5y6
5y7
6y8 7
7y 8

De acuerdo a lo anterior obtén el valor de los angulos solicitados

1.-. Calculaelvalorde x siL |l Ly 2.-Calcula los valores faltantes si L || L,
L (o]
-~ 320 L
e
L -
L1 —

Respuesta es: Respuesta es :

x = a0 x=50° §=130°

3.- Calcula los valores faltantes si 4 .- Calcula los valores faltantes.
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L1|L2

(I 5a + 90°

T Cx > 2

Respuesta es:
5a +90 +x = 360

7a + x = 360
a =45
x =45

5.-Calcula los valores faltantes.

L
L, 2
LyllL,
T y+12°
3x° — 20
Respuesta es:
x =50° y=38°

3x — 20 = 130°

7.-Calcula los valores faltantes.

Plan de Estudios Actualizado

L4llL,

L, T+y

3z — Sy

409

Respuesta es:
y=35° x =105°
3z — 5y = 140°
x + y = 140°

6.-Calcula los valores faltantes.

Ly, LyliL,

Respuesta es:
xr = T75°
y = 105°

8.-Calcula los valores faltantes.
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A
800 " / i
y D
700 X
B C
Las rectas son paralelas. o
Respuesta es: A /65 B

x = 80°
y="T0°

9.-Calcula los valores faltantes.

A

D

Las rectas son paralelas
Respuesta es:

x = 30°
y = 80°

11.-Calcula los valores faltantes.

Las rectas son paralelas.
Respuesta es:

xr = 65°
y = 65°

10.-Calcula los valores faltantes.
C

F

g 1100

D E
Las rectas son paralelas.
Respuesta es:

x = T70°
y = 110°

12.-Calcula los valores faltantes.
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A C E
D A E
X
600 400
B C
Las rectas son paralelas
Las rectas son paralelas Respuesta es:
Respuesta es: o
x = 85° z =60
. o)
y = 95° y=40
13.-Calcula los valores faltantes. 14.-Calcula los valores faltantes.

A

2x
1200
y+10°/ 3x-20°
N
Las rectas son paralelas Las rectas son paralelas
Respuesta es: Respuesta es:
_ o
x = 60 T — 40° y+ 10° = 80°
y pr— 600 Yy = 700 700 + 100 — 800

2r = 800 3x — 20° =100
2(40°) = 80° 3(40°) — 20 = 100°
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15.-Calcula los valores faltantes.

400
550 X y

Las rectas son paralelas
Respuesta es:

xr = 85°
y = 95°

TRIANGULOS
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Definicion de triangulo

Un tridngulo es una superficie plana trilateral; es decir, tiene tres lados y por lo
tanto tres angulos y tres veértices.

Clasificacion de triangulos

a) De acuerdo a sus lados

Triangulo equilatero: es aquel que tiene sus tres lados iguales y sus tres angulos

iguales.

AB=BC =CA
1A=0B=0C=60°

Triangulo isosceles: es aquel que tiene dos lados iguales y dos angulos iguales.

I
m

AC =BC
JA=0B
Triangulo escaleno: es aquel que tiene sus tres lados desiguales o diferentes y

sus tres angulos diferentes.
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AB = BC = CA
UAx0B=#0C

b) De acuerdo a sus angulos

Tridngulo acutangulo: es aquel que tiene sus tres angulos agudos.

JALB,C<90°
Triangulo rectangulo: es aquel que tiene un angulo recto.

C

1B =90°

Triangulo obtusangulo: es aquel que tiene un angulo obtuso.
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[JB >90°

Desigualdad del tridngulo

En todo triangulo, un lado es menor que la suma de los otros dos.
Por ejemplo: Supongamos que los segmentos AB = 6 cm, BC = 5cm yﬁ: 4 cm
son los lados de un triangulo, para verificar la desigualdad del triangulo tendriamos

que realizar lo siguiente:

AB <BC +CA 6<5+4

BC <AB +CA 5<6+4

CA<AB+BC 4<6+5

Podemos observar que la desigualdad del triangulo se cumple para los tres lados
del tridngulo.

Ejercicios:

Verificar si las siguientes ternas de segmentos podrian ser los lados de un

triangulo utilizando la desigualdad del triangulo.

AB =5
1) BC =11 Respuesta: Si
CA=7
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AB =13

2) BC =20 Respuesta: No
CA=5
AB =45

3) BC =35 Respuesta: Si
CA=28
AB =85

4) BC =55 Respuesta: No
CA=145

Propiedades del triangulo

Teorema: “La suma de los angulos interiores de todo triangulo es igual a dos

angulos rectos; es decir 180°”.

Teorema: “La suma de los tres angulos exteriores o externos de todo triangulo es

igual a cuatro angulos rectos; es decir 360°”.

Teorema: “Un angulo externo de un triangulo es igual a la suma de los dos

angulos internos que no le son adyacentes”.
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Ejemplo:
Los angulos interiores de un triangulo son A, B y C. Si el angulo B es el doble del

angulo Ay el angulo C es el triple del &ngulo A, ¢ Cuanto mide cada &ngulo?

3X

A B

Tomando en cuenta que la suma de los angulos interiores de un triangulo es igual
a 180° planteamos la siguiente ecuacion:

1A+0B+0C=180°
Como no conocemos el valor del angulo A, suponemos que es X. Ademas,
sabemos que el angulo B es el doble del angulo A; es decir 2x. Por otro lado,
sabemos que el angulo C es el triple de angulo A; por lo tanto, es igual a 3x.

Finalmente la ecuacion anterior seria equivalente a la siguiente:

X+ 2X+3x=180°

Resolviendo la ecuacién anterior obtenemos el valor de x:

X+ 2X+3x=180°
6x =180°
180°
X =
6
X =30°

Conociendo el valor de x, podemos saber el valor de los tres angulos:
Angulo A = x = 30°

Angulo B = 2x = 2(30°) = 60°

Angulo C = 3x = 3(30°) = 90°

Los cuales suman 180°.
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Ejemplo:

Obtener el valor de X, y el valor de cada angulo en la siguiente figura:

Sabemos que un angulo externo de un triangulo es igual a la suma de los dos
angulos internos que no le son adyacentes; por lo tanto, a partir de la figura

anterior podemos plantear la siguiente ecuacion:

X+ X+42°=3x-20°

Resolviendo la ecuacién anterior obtenemos lo siguiente:

X+ X+42°=3x-20°
X+ X—3x =-20°—-42°
—X=-62°

X =62°

Conociendo el valor de x, podemos saber el valor de los tres angulos:
Angulo A = x = 62°

Angulo B = x + 42°= 62° + 42° = 104°

Angulo C = 3x — 20° = 3(62°) — 20° = 166°

Y efectivamente la suma de los angulos A y B es igual al angulo C.
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Ejemplo:

Obtener el valor de Xy Y en la siguiente figura:

Trabajaremos primero con el triangulo BCD, sabemos que la suma de sus angulos

interiores es 180°; por lo tanto, podemos plantear la siguiente ecuacion:

30°+40°+ x =180°

Resolviendo la ecuacién anterior obtenemos el valor de x.

30°+40°+x=180°
X =180°-30°-40°
x =110°

Sabiendo el valor de x, podemos conocer el valor de su angulo suplementario, que
seria de 70°. Ademéds, sabemos que el angulo exterior de un triangulo es igual a la
suma de los angulos interiores no adyacentes a él, por lo tanto, podemos plantear
la siguiente ecuacion:

55°+70°=y

125°=y
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Ejercicios:

1) Los angulos interiores de un triangulo son: A, By C. Si el &ngulo B excede en 18°
al angulo A y el angulo C es la mitad del 4ngulo B, ¢ Cual es el valor de cada
angulo?

JA=61.2°
Solucion: [1 B=79.2°
[1C=39.6°

2) Los angulos interiores de un triangulo son: A, B y C. Si el angulo A es 15° menor
gue la mitad del &ngulo B y el &ngulo C excede en 11° a la cuarta parte del angulo
B, ¢ Cuanto mide cada angulo?
[JA=37.57°
Solucion: [ B =105.15°
] C =37.28°

3) Obtener el valor de X en la siguiente figura:

B

Solucién: x=15

4) Obtener el valor de X en la siguiente figura:

Solucién: x=18
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5) Obtener el valor de X y Y en la siguiente figura:

— o

Solucién:
y =139°

6) Obtener el valor de X y Y en la siguiente figura:

D

Solucioén:
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RECTAS Y PUNTOS NOTABLES DEL TRIANGULO

a) Mediana y baricentro

Mediana: Segmento trazado desde un vértice hasta el punto medio del lado
opuesto.
Baricentro: Punto donde se cortan las medianas.

Construccion:

1. Supongamos el 5
triangulo ABC

2. Se ubican los puntos| |
medios de los lados del
triangulo con ayuda de
la construccion de la

mediatriz.

_____________

3. Se  construyen las
medianas desde el
vértice del triangulo

J Pm Pm

hasta el punto medio de

lado opuesto.

Pm
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4. ElI punto donde se
cortan las medianas es

el baricentro.
Pm Pm

Baricentro

Pm

b) Mediatriz, Circuncentro y circunferencia circunscrita

Mediatriz: Recta perpendicular al lado del triangulo trazada en el punto medio de
dicho lado.

Circuncentro: Punto donde se cortan las mediatrices.

Circunferencia circunscrita: Es aquella que tiene su centro en el Circuncentro y
su radio es el segmento que une al Circuncentro con cualquiera de los vértices del

triangulo.
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Construccion:

1. Supongamos el triangulo B
ABC

2. Se construyen las
mediatrices de los lados
del tridngulo.

Para construir la mediatriz del JT— ‘

lado AC colocas la punta del
compas en Ay abres hacia C
y trazas una circunferencia o
arco, posteriormente, colocas
la punta del compés en C y
abres hacia A y trazas una 2 < ;
circunferencia o arco que \j;:u::f'_ )
intersecte a la circunferenciao| | 7T
arco anterior. La mediatriz se
construye de interseccién a
interseccion.

Para construir la mediatriz del )

lado AB colocas la punta del | %
compas en A y abres hacia B
y trazas una circunferencia o
arco, posteriormente, colocas
la punta del compas en B y
abres hacia A y trazas una
circunferencia o arco que
intersecte a la circunferencia o
arco anterior. La mediatriz se
construye de interseccién a
interseccion.
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Para construir la mediatriz del

lado BC colocas la punta del
compés en B y abres hacia C /
y trazas una circunferencia o
arco, posteriormente, colocas
la punta del compas en C y
abres hacia B y trazas una _
circunferencia o arco que
intersecte a la circunferencia o ‘
arco anterior. La mediatriz se
construye de interseccion a
interseccion.

3. El punto donde se
cortan las mediatrices

es el Circuncentro.

Pm

Circuncentro

@ J:

Pm

4. La circunferencia
circunscrita es aquella
que tiene su centro en
el Circuncentro y su
radio es el segmento Pm
gue une al Circuncentro Circuncentro
con cualquiera de los R 5
vértices del triangulo. Pm
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c) Altura y ortocentro

Altura: Recta perpendicular trazada desde el vértice, al lado opuesto o0 su
prolongacion.

Ortocentro: Punto donde se cortan las alturas.

Construccion:

1. Supongamos el
triangulo ABC

2. Se construyen las
alturas de los lados| e
del triangulo.

Para construir la altura del e
vértice C, colocas la punta
del compéas en B y abres
hacia C y trazas una ; \
circunferencia o  arco,
posteriormente, colocas la
punta del compas en Ay \
abres hacia C y trazas una 4
circunferencia o arco que N
intersecte a la

circunferencia 0 arco
anterior. La altura se traza
desde C hacia la
interseccion de las
circunferencias.

-

-
-

-

Sman

****

-
Sw
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Para construir la altura del
vértice B, colocas la punta
del compas en A y abres
hacia B y trazas una
circunferencia o  arco,
posteriormente, colocas la
punta del compas en C y
abres hacia B y trazas una
circunferencia o arco que
intersecte a la
circunferencia 0 arco
anterior. La altura se traza
desde B hacia la
interseccion de las
circunferencias.

Para construir la altura del
vértice A, colocas la punta
del compas en B y abres
hacia A y trazas una
circunferencia o  arco,
posteriormente, colocas la
punta del compas en C y
abres hacia A y trazas una
circunferencia o arco que
intersecte a la
circunferencia o] arco
anterior. La altura se traza
desde A hacia la
interseccion de las
circunferencias.

3. El punto donde se cortan .

las alturas es el ortocentro.

Crtocentro
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d) Bisectriz, incentro y circunferencia inscrita

Bisectriz: Recta que corresponde a la bisectriz de un angulo interior. Es la recta
que divide al angulo en dos partes exactamente iguales.

Incentro: Punto donde se cortan las bisectrices.

Circunferencia inscrita: Es la circunferencia que tiene su centro en el incentro y
su radio es el segmento perpendicular trazado desde el incentro a cualquiera de

los lados del triangulo.

Construccion:

1. Supongamos el 0
triangulo ABC

2. Se construyen las
bisectrices de los
angulos del triangulo.

Para construir la bisectriz del
angulo A, colocas la punta
del compés en Ay trazas un
arco de circunferencia corte

a los lados AB y AC |,
posteriormente, colocas la
punta del compas en cada
una de las intersecciones
anteriores y trazas arcos de
circunferencia con la misma
abertura del compas. La
bisectriz se construye desde
A hasta la interseccion
obtenida.

Para construir la bisectriz del
angulo B, colocas la punta
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del compas en B y trazas un
arco de circunferencia que

corte a los lados BA y BC |,
posteriormente, colocas la
punta del compas en cada
una de las intersecciones
anteriores y trazas arcos de
circunferencia con la misma
abertura del compas. La
bisectriz se construye desde
B hasta la interseccion
obtenida.

Para construir la bisectriz del
angulo C, colocas la punta
del compas en C y trazas un
arco de circunferencia que

corte a los lados CA y CB ,
posteriormente, colocas la
punta del compas en cada
una de las intersecciones
anteriores y trazas arcos de
circunferencia con la misma
abertura del compas. La
bisectriz se construye desde
C hasta la interseccion
obtenida.

3. El punto donde se
cortan las bisectrices
es el incentro.
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4. La circunferencia
inscrita es aquella que
tiene su centro en el
incentro y su radio es
el segmento
perpendicular a
alguno de los lados
del triangulo trazado
desde el incentro.

Para construir el radio se
traza una circunferencia
colocando la punta del
compés en el extremo de
uno de los lados (A) vy
abriendo hacia el incentro, y
otra circunferencia colocando
la punta del compas en el
otro extremo del mismo lado
(B) y abriendo hacia el
incentro. Posteriormente, se
ubica la interseccion de
dichas circunferencias y se
traza un segmento desde el
incentro hasta la
interseccion. Finalmente, el
radio es el segmento cuyos
extremos son el incentro y el
punto donde el segmento
anterior corta al lado (D).
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Ejercicios:

1. En el siguiente triangulo construye las medianas y ubica el baricentro.

Solucioén:
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2. En el siguiente triangulo construye las mediatrices, ubica el circuncentro y
traza la circunferencia circunscrita.

Solucioén:
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3. En el siguiente triangulo construye las alturas y ubica el ortocentro.

Solucioén:
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4. En el siguiente triangulo construye las bisectrices, ubica el incentro y traza
la circunferencia inscrita.

Solucioén:
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PROPIEDADES DEL TRIANGULO ISOSCELES

Teorema: “Los angulos adyacentes a la base son iguales”
Teorema: “La altura, la mediana y la mediatriz de la base coinciden”
Teorema: “La bisectriz del angulo formado por los lados congruentes, corta al lado

opuesto, formando angulos congruentes”.

Ejemplo:

Obtener el valor de Xy Y en la siguiente figura:

125°

AC=BC
Al saber que el triAngulo tiene dos lados iguales, sabemos que es un triangulo
isésceles y por lo tanto también sus angulos A y B son iguales. Por otro lado, el
angulo A mide 55° porque es suplementario con el angulo de 125°. De acuerdo a
lo anterior, también sabemos que x = 55° puesto que los angulos A y B son
iguales. Finalmente, recordando que la suma de los &ngulos interiores del

triangulo es igual a 180° podemos plantear la siguiente ecuacion:

A+ x+y=180°
55°+55°+y =180
y =180°—-55°—-55°
y=70°
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Ejercicios:

1. Encontrar el valor de X, sabiendo que AD =DC = AB

Solucién: 84°

2. En el siguiente triAngulo isOsceles, construir la altura, la mediana y la

mediatriz del lado AB vy verificar que las tres coinciden.

Solucién:
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POLIGONOS

Es una figura geométrica plana compuesta por un numero finito de segmentos
rectos consecutivos que encierran una region en el plano. Estos segmentos se
denominan lados.

Elementos
Todo poligono esta formado por los siguientes elementos:

Vértice, es el punto donde concurren dos lados.

Angulo interior, es el que se forma por dos lados adyacentes de un poligono.
Angulo exterior, es aquel que se forma entre la prolongacién de uno de sus lados
y su lado adyacente.

Diagonal, es el segmento de recta que une dos vértices no adyacentes.

Clasificacion de los poligonos:

Simple, si ningan par de lados no consecutivos se corta, es decir, su frontera tiene
un solo contorno.

Complejo o cruzado, si dos de sus lados no consecutivos se intersecan.
Equilatero, si tiene todos sus lados del mismo tamafio.

Equiangulo, si tiene todos sus angulos interiores iguales.

Regular, si es equilatero y equiangulo al mismo tiempo.

Irregular, si no es regular. Es decir, si no es equilatero o equiangulo.

Un poligono tiene el mismo numero de lados que de angulos interiores, asi como
exteriores.

9.
/ Elementos:
A
E/ ) ? A: vértice
/ N\ \ o
\ \ £ BAF: angulo interior
\ )
C
F \ \ // £ DEG: angulo exterior
N\ / —
~N \/ EB: diagonal
A B

Numero de diagonales de un poligono

Desde un vértice se pueden trazar n-3 diagonales, donde n es el nimero de lados,
luego el numero total de diagonales es n(n-3) /2, ya que cada diagonal se cuenta
en dos vértices.

Asi que numero total de diagonales D, que se pueden trazar desde todos los
vértices de un poligono de n lados es:

D =n(n-3) /2
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Suma de los angulos internos de un poligono.

El poligono mas sencillo es el triangulo y sabemos que la suma de sus angulos
internos es 180°. El que le sigue es en cuadrado, pero podemos dividirlo en dos
triangulos trazando una diagonal, por lo que la suma de sus angulos internos es
igual a la de dos triangulos, es decir, 2*180° = 360°. Para un pentagono se pueden
trazar dos diagonales partiendo de un mismo vértice, lo que nos genera tres
triangulos, cuya suma de angulos es 3*180° = 540°. En un hexagono podemos
trazar tres diagonales desde un mismo vértice, cuatro en un heptagono y asi
sucesivamente, por lo que podemos generalizar el numero de diagonales desde
un mismo veértice como n-3, donde n es el nimero de lados del poligono. Estas
diagonales nos formaran n-2 triangulos, ya que una diagonal nos genera dos
triangulos, dos diagonales tres y asi sucesivamente.

Como cada triangulo suma 180°, tenemos en general que la suma de los angulos
internos de un poligono es 180(n-2).

Asi la suma de los angulos internos de un poligono es 180(n-2), donde n es el
ndmero de lados.

Perimetro

El perimetro es la suma de las longitudes de los lados de una figura geométrica
plana.

Perimetro de un circulo

El perimetro de un circulo es una circunferencia cuya longitud esta dada por,
P =1md = 2mrr

Dénde:

P es la longitud del perimetro,

T €S una constante que vale aproximadamente 3.1416,
r es la longitud del radio,

d es la longitud del diametro.

Area

Es una medida que nos proporciona el tamafio de una regién encerrada por una
figura geométrica, se expresa en unidades de superficie, que se definen como
unidades de longitud al cuadrado (cm?, m?, km?, etc.)

Célculo de éareas
Se determina cuantas veces contiene a otra superficie conocida que se utiliza
como unidad. Se define el area del cuadrado de lado 1 como unidad de superficie.
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Area del cuadrado

Si se considera un cuadrado de 4 cm de lado y se compara su tamafio con un
cuadrado de 1 cm de lado, se observa en la figura que lo contiene exactamente 16
veces.

El area del cuadrado mayor es de 16 cm? y se obtiene multiplicando uno de sus

lados por si mismo (4 x 4 = 16). El area del cuadrado menor es 1 cm?. Por lo que

tenemos que, Area del cuadrado = lado por lado = lado al cuadrado, es decir:
A=lxl=I?

Donde, A es el area y | la longitud del lado.

Area del rectangulo

Si la unidad de medir areas es un cuadrado de lado u, con un area de u?,

entonces para obtener el area de un rectangulo basta con contar cuantos

cuadrados de area u? caben en él.

u u u u u u u

En el rectangulo anterior se puede observar que la base se forma con seis
unidades y su altura se forma con tres unidades, por lo que el nUmero de
cuadrados unidad que contiene es el producto de 6 u por 3 u que es igual a 18 u?
Por lo que si la base del rectangulo mide b unidades lineales y de altura mide a
unidades lineales, entonces el area del rectangulo corresponde al producto de su
base por su altura:

A=bxa
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Area de un paralelogramo

Un paralelogramo es un cuadrilatero cuyos lados opuestos son iguales, para
calcular su area se descompone en dos partes para formar con éstas un
rectangulo de la misma area como se muestra en la siguiente figura:

Por lo que se tiene que el area del paralelogramo se obtiene multiplicando la
longitud de su base por la longitud de su altura, es decir:
A=bxa

Area de un rombo

Un rombo es un paralelogramo cuyos lados son iguales, si se multiplican las
diagonales AB y CD del rombo ABCD, es equivalente a multiplicar la base por la
altura del rectangulo que lo contiene.

C

D

Se observa que el area del rombo es la mitad del area del rectangulo que lo
contiene, por lo tanto, el area de un rombo es igual a la mitad del producto de sus
diagonales.
D;xD,
A=

2
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Area de un triangulo

Un tridngulo se puede descomponer en dos partes para formar con éstas un
paralelogramo de igual &rea como se muestra en la figura:

1
1
1
l
a | T
l 1 \
: a/2: 1 a/2
1
1 1 .
1 1

Por lo que se tiene que el area de un tridngulo es la mitad del producto de su base
por su altura:

B bxa

2
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UNIDAD IV. CONGRUENCIA, SEMEJANZA Y TEOREMA DE PITAGORAS

PROPOSITO DE LA UNIDAD: Al finalizar la unidad, el alumno aplicara los
conceptos de congruencia y semejanza y usara el Teorema de Pitdgoras en la
resolucion de problemas que involucren triangulos. Argumentara deductivamente
sobre la validez de algunas afirmaciones geométricas y procesos en la resolucion
de problemas.

APRENDIZAJES.

Con relacién a los conocimientos, habilidades y destrezas, el alumno en
funcién de la resolucién de problemas:

e Utilizara correctamente la notacion propia de la congruencia.

e Comprendera el concepto de congruencia.

e Construird segmentos y angulos congruentes.

e Reconocerd cuando dos triAngulos son congruentes con base en la
definicion.

e Argumentara empiricamente la validez de los criterios de congruencia.

e Argumentar4d deductivamente la validez de algunas construcciones
geomeétricas y de algunas afirmaciones.

e Aplicard los criterios de congruencia de triangulos para justificar
congruencia entre lados, angulos y triangulos.

¢ Resolvera problemas, por medio de los criterios de congruencia.

e Utilizara correctamente la notacion propia de la semejanza.

e Comprendera el concepto de semejanza.

e Reconocera cuando dos figuras son semejantes.

e Reconocerd cuando dos tridngulos son semejantes con base en la
definicion.

e Establecera como validos los criterios de semejanza.

e Calculara perimetros y areas en triangulos semejantes y la razén entre
ellos.

e Aplicara los criterios de semejanza en la resolucion de problemas.

e Divide un segmento en n partes iguales y a partir de esta construccion
infiere el Teorema de Thales.

e Reconocera y justificara el Teorema de Pitagoras y su reciproco, desde el
punto de vista geomeétrico y algebraico.

e EI alumno utiliza los conocimientos adquiridos en esta unidad, en la
resolucién de problemas.
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CONGRUENCIA

En matematicas, dos figuras geométricas son congruentes si tienen los lados
correspondientes iguales y los angulos correspondientes iguales.

Congruencia de triangulos: Dos triangulos son congruentes si sus lados
correspondientes tienen la misma longitud y sus angulos correspondientes tienen
la misma medida.

Angulos homologos. Se dicen angulos homoélogos aquellos que son iguales.
Criterios de congruencia:

ALA. Dos triangulos son congruentes cuando tienen un lado igual y los angulos

adyacentes a ese lado son respectivamente iguales a los angulos adyacentes del
otro

c //\\
A B D E
LAL. Dos triangulos son congruentes cuando tienen dos lados y el angulo
comprendido entre ellos respectivamente iguales.

C F
A B D E

LLL. Dos triangulos son congruentes si tienen iguales todos sus lados.

c :
AB = DE
BC = EF
. - , AC=DF
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EJERCICIOS DE CONGRUENCIA

1.- El triangulo 1 y 1l son congruentes ¢ Cuales son los valores de “x” y “y” ylas
dimensiones del triangulo?

2x 3y+8

I |

X Zy

Solucién: x =16, y = 8, los lados del triangulo miden 32 cada uno.

2.- El triangulo Il y el triangulo 1V son congruentes segun se indica ¢ cual es el
valor de “y” y de los lados AB y DE?

Soluciéon:y =4, AB =32y DE = 32.

3.- En los casos siguientes decir cuales triangulos son congruentes y establecer el
criterio de congruencia respectivo.

7
10 [T
10 7 7 12
| I
10
12 12
9
o \U I
9
17
15
15 ]
15 1
I 17
17
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Respuestas:

a) Triangulos I, Il 'y lll son congruentes por el criterio LLL
b) Triangulos Iy Il son congruentes por el criterio ALA
c) Tridngulos |y Il son congruentes por el criterio LAL

4.-Determina los valores de “x” y de “y”, sabiendo que los triangulos | y Il son
congruentes.

a) b)

A X+8 D E 3x B

Solucion:
a) x=14;y=38.
b) x=4;y=12.

5.-Demostrar que los triAngulos son congruentes y que criterio lo rige

/\ABC es Isosceles
/\ADC es isosceles
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6.-Hallar el valor de “x” y ”z”, en cada par de triangulos congruentes
a) b)

33

26 3z+2 X+10 2x-36

2x-5 { 15° 125°z

c) d)

10 Nx 12
. z 2.10
14 z-8
x+16

Solucion:
a) x=19;z=8
b) x=46;z=70°
c) x=2;z=18

d x=17;z=10
7.-Demostrar que los triangulos son congruentes.

a) b)
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8) -Se muestra una pareja de triangulos congruentes en la siguiente figura.

a) Solo |

b) Salo Il

c) Sélo 1l

d) Sololyll

e) Solo I, Iy

I) - II) I11)

10 60

60° 60°

9.-Demuestre si los triangulos son congruentes o semejantes y que postulado lo
afirma.
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SEMEJANZA

En matematicas el concepto de semejanza estd muy ligado al concepto de
proporcionalidad. Se dice que dos objetos son semejantes si "guardan" una
proporcién entre ellos.

Por ejemplo:

Una fotografia de la misma persona se amplia al doble de tamafio. Ambas son
semejantes y tienen una misma proporcion, ya que una es la ampliacion de la otra
tanto a lo ancho como a lo largo y con una misma razoén, o sea, las divisiones de
sus lados correspondientes son de igual valor.

Dos anillos de diferente didmetro son semejantes porque guardan la misma
proporcién entre cada una de sus partes (circunferencia, radio, diametro).

Triangulos semejantes

Los triangulos semejantes son aquellos que tienen la misma forma, pero no
necesariamente el mismo tamafio, es decir, dos triangulos son semejantes Si
tienen sus angulos respectivamente congruentes y sus lados homodlogos son
proporcionales (lados homadlogos son los opuestos a angulos iguales).

Si los triangulos y A'B'C” son semejantes, se expresa como: ~ A'B'C’, donde el
simbolo ~ denota semejanza, y se lee: “el triangulo ABC es semejante al tridngulo
A'B'C"”. Una forma de comprobar lo anterior es construyendo dos triangulos con
los mismos angulos pero con diferentes medidas de sus lados.
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Postulado Angulo-Angulo-Angulo (AAA). Dos triangulos son semejantes si
tienen sus tres angulos respectivamente congruentes.

Otra forma equivalente de enunciarlo es el Postulado Angulo-Angulo (AA). Dos
triangulos son semejantes si tienen dos angulos respectivamente congruentes.

£=65°
{ = 65°

Al

Al

a=30° 5= 65°

AI""’A" B =50° y = 65°

Postulado Lado-Angulo-Lado (LAL). Dos triangulos son semejantes si tienen
respectivamente congruentes un é&ngulo comprendido entre dos lados
proporcionales.
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Postulado Lado-Lado-Lado (LLL). Dos triangulos son semejantes si tienen sus
tres lados respectivamente proporcionales, como en el siguiente ejemplo:

Al~All
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SEMEJANZA DE AREAS

Definiremos brevemente que el area es una region limitada por un poligono.
Podriamos decir ademas que es un namero real.

Teorema
Si dos triangulos son semejantes, entonces la razon de sus areas es el cuadrado
de la razon de dos lados correspondientes cualesquiera.

op---

C h

A D b C

b C
Demostracion
Se da que [JABCIABC’ . Sean A1 y Az sus areas. En la notacién habitual

a b ¢
tenemos, —=—=—
a b ¢

Llamaremos a r el valor comun de las tres fracciones y queremos verificar que

—Z=r
A
Sean BD y B'D las alturas desde B y B en los dos triangulos, h y h" son las
longitudes. Por otro lado JA=[JA", debido a que Ademas [JADBIIADB
porque los dos angulos son rectos y dado que existe una correspondencia entre
dos triangulos, si dos pares de angulos correspondientes son congruentes,
entonces la correspondencia es una semejanza, por lo que se deduce
JABDOIABD

b N

b h
Como los lados correspondientes son proporcionales esto significa que
b=rb, vy
h'=rh
Por otro lado
A =Sph A= Lph
2 Y 2 ’
Por lo tanto
1 1 1
= Z=b’h'==(rb)(rh) = =r?bh
A, > > (rb)(rh) >

Por lo que queda demostrado : %: r
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Problemas de aplicacion

1. Dos poligonos son semejantes con razén de semejanza 3. Si el area del
menor es de 15 cm?, halla el area del mayor.

Respuesta
A A
—=212=3 = A=(9)(15)=135cm’
A 15
2. Calcula la razén de semejanza de las areas de los dos triangulos de la figura.
1o}
; 6
I =4dem
h
D B
- °
C=0cm

Respuesta.

Calculamos el area de las dos figuras

_ base-altura _6-8

A =24cm?
2
A base - altura _ 3-4 —6em?
2
3A=ﬁ:4:r2 = r=2



Guia de estudio para Matematicas Il Plan de Estudios Actualizado

3. Un lado de un triangulo mide 18.5 m y el lado correspondiente de otro triangulo
semejante mide 3.7 m. Si el area del primer triangulo mide 16 m?. ¢Cuanto
mide el area del triangulo semejante?

Respuesta

Calculamos la razén de semejanza entre los dos lados:

185 _,

TT37 T

Age o A_g - x—(25)16) = 400m°
A 16

4. Una arista de un ortoedro® mide 5 cm, y la arista correspondiente de otro
ortoedro semejante mide 15 m. El &rea del primer ortoedro
mide 80 m?. Halla el rea del otro ortoedro semejante.

Respuesta

Se calcula la razén de semejanza entre las dos aristas:

r:E=3

5

Ay o A_z - x—(9)80)=720m’
A 80

5. El area de dos triAngulos semejantes son 144 cm? y 81 cm?. Si la base del
triangulo mayor es de 30 cm, ¢ cual es la base correspondiente del triangulo
menor?

Respuesta

Se calcula la razon de semejanza de las areas:

A 144, f4a_12_4
—==r = r=,|—=—=—
A 81 81 9 3

30

a

r= —ﬂ = a:w:%:ZZ.Scm
3 4 4

o | D

5 Un ortoedro es un paralelepipedo ortogonal, es decir, cuyas caras forman entre si angulos diedros rectos.
Los ortoedros son prismas rectos, y también son llamados paralelepipedos rectangulares. Por ejemplo, una
caja de zapatos.
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6. Un triangulo equilatero tiene 40 cm? de area. Encuentra el area del triangulo
gue se obtiene al unir los puntos medios de los lados.

a 1
f=—=—

a 2
e AL

A 4

1 2
A=Z(40):100m

7. Sidos pentdgonos regulares Ay B son semejantes, ¢,cuéles de las siguientes
igualdades son ciertas?

) Perimetro de A _ Apotema de A
Perimetro de B Apotema de B

) Perimetro de A _ Area de A
Perimetro de B Area de B

) Perimetro de A _ Diagonal de A
Perimetro de B Diagonal de B

Respuesta

a) Yy c) son ciertas mientras que b) es falsa, ya que la razén de semejanza de
las superficies es el cuadrado de la razon de longitudes.

b) es Falsa, ya que la razén de semejanza de las superficies es el cuadrado
de la razdn de longitudes.

SEMEJANZA DE VOLUMENES

Si dos figuras A y B son semejantes, el cociente entre el volumen de By el de A
es el cubo de la razén de semejanza de la figura B sobre la A.
Volumen mayor

Volumen menor’

razon® =
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Ejemplos

1. Calcula la razén de semejanza de los dos volumenes

acocm

Respuesta
V =a-b-c=8-4-2=64cm’

V=abc=4.-2.1=8m> = \%z—=8:r3 = r=38=2

2. Calcula la razon de semejanza de los dos volumenes

PR -- .

9.13 cm 27.39 cm

Respuesta
V =a-b-c=9.13-9.13-9.13=761.048497cm’
V'=a'b’-¢'=27.39-27.39-27.39 = 20,548.309419cm*

e V _20,548.309419 27 = r=327-3

V' 761.048497




Guia de estudio para Matematicas Il Plan de Estudios Actualizado

3. El volumen de una escultura es 300 m? ¢, Cual seréa el volumen de su
maqueta a escala 1:40?

Respuesta
[ Volumen representado _ 1
Volumen real 40
_ Volumen real _40
Volumen representado 1
3
Vmayor =r 'Vmenor
300=40°-V__
300-40° =V

menor

0.0046875m® =V

menor

4. Una esfera cuyo radio es r = x cm tiene un area de 80 cm? y un volumen de
130 cm3. Calcula el area y el volumen de otra esfera cuyo radio es R = 3x.

Respuesta

. . , 3X
Calcula la raz6n de semejanza entre las dos aristas r=—=3
X

r-Alg o oAy oan (3*)(80) = 720cm’®

80

3

A

A
v’
r’=—
V

-3 = rszl%zf = V'=(3%)(130) =1170cm®
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PROBLEMAS DE APLICACION

1. Dos rectangulos tienen sus lados proporcionales. Los lados del primero
miden 6 y 8 cm respectivamente. Si el perimetro del segundo es 14 cm,
¢cual es larazén de semejanza de sus areas?

R=4

2. Dos circunferencias tienen por radios 7 cm y 49 cm. ¢Cual es la razon de
semejanza de sus areas?

R=1/49

3. Larazdén de semejanza entre los volimenes de dos cubos es 27. ¢, Cual es
la razon de semejanza entre sus aristas? ¢ Y entre sus areas?

R = 3 (aristas), R =9 (areas)

4. Una empresa gque se dedica a construccion, realizo una maqueta a escala
1:90 de un nuevo edificio, con forma de piramide cuadrangular. La maqueta
tiene la altura de la piramide de 5,3 dm vy el lado de la planta es de 2,4 dm.
Calcula el volumen real del edificio expresando en metros cubicos el
resultado.

R =7 418,304 m3

5. Los lados de dos pentagonos regulares miden 7 cm y 5 cm,
respectivamente. ¢Son semejantes los dos poligonos regulares? Si la
respuesta es afirmativa, calcula la razon de semejanza entre sus areas.

R =49/25

6. La arista de un dado de parchis mide 1 cm y la del de la oca mide 1,5 cm.
Calcula la razdn de semejanza entre sus aristas. ¢ Cuantas veces es mas
grande el dado de la oca que el del parchis? ¢ Cuantas veces es mas
grande el &rea de cada cara del dado de la oca comparado con el de
parchis?

R: razon = 1.5, razdn entre areas = 2.25, razén entre volumen = 3.375

7. Calcular cuantas veces es mas grande una pizza familiar que una pequefa
si el radio de la familiar es 40 cm y el de la pequeiia es 25cm.

R = 64/25

8. Dos poligonos semejantes tienen perimetros de 130y 240 cm,
respectivamente. ¢ Cuanto mide el lado del primer poligono homologo al
lado del segundo cuyo valor es 37 cm?

R =20

9. Un rectangulo tiene dimensiones 3 cm x6 cm. Calcula el area y las
dimensiones de otro rectangulo semejante a él, sabiendo que la razén entre

, 9
sSus areas es de Z )

R = area 8 cm, dimensiones 2 y 4 cm.
10.Un tetraedro mide 8 cm de lado y la razon de semejanza con otro tetraedro

. ~ 1 , . . ,
mas pequefio es - . ¢, Cuanto mide la arista del segundo tetraedro? ¢ Cuél es

la razon de semejanza entre sus areas? ¢ Y entre sus volumenes?
R =2,1/16,1/64
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TEOREMA DE THALES

Si dos rectas no paralelas estan situadas en un mismo plano, son intersecadas
por dos o0 mas lineas paralelas, los segmentos qué se determinan en una de las
rectas son proporcionales a los segmentos correspondientes a la otra recta.

En la siguiente figura se muestra la condicion antes mencionada: Se aplica el
TEOREMA DE THALES.

b e

AB _BC
AB, BC, BC BC,

AB _AB,

El teorema de THALES también se aplica a triangulos y poligonos cuando en
estos se trazan lineas paralelas o bisectrices bajo los siguientes criterios:

a) Siuna recta es paralela a uno de los lados de un triangulo entonces los otros dos
lados son divididos en segmentos proporcionales.

b) Dos transversales cualesquiera cortadas por tres 0 mas paralelas quedan divididas
en segmentos proporcionales.

c) La bisectriz de un angulo de un triangulo divide el lado opuesto en dos segmentos
proporcionales a los lados adyacentes a ese angulo.
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EJEMPLOS RESUELTOS

1.- Determina el valor de x, el valor de los segmentos BD y DF, de la figura
siguiente:

Donde AB[ICDEF y por lo tanto se establece la siguiente proporcion:
o9X—=5 7

2x+1 4

eliminando denominadores se tiene
4(5x—5) = 7(2x +1)
desarrollando la expresion se tiene:

20x—-20=14x+7
simplificando y agrupando terminos semejantes

20x—-14x=7+20

6x =27
despejando a x se tiene
27
X=—
6
X=4.5
los segmentos miden:
2X+1=2(4.5)+1 5x—-5=5(4.5)-5
2X+1=9+1 5x-5=225-5

2x+1=10 ox—5=17
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2.- En el siguiente poligono determinar el valor de x.

A B
6 9
10 . -
X
C D
Donde ABOCDCUEF y EC=4
Se establece la siguiente proporcion.
x_4
9 6
O
6
36
X=—
6
X=06
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3.- Determina el valor de x en el triAngulo siguiente:

C

X 5

12
E
x+4 \\\\&\\\\\
B

A

Donde DE[JAB , de la figura se determina que BE =7
Se establece la proporcion:

X 5
X+4 7
eliminando denominadores se tiene:
7X=5(x+4)
desarrollando la expresion
7x=5x+20
agrupando terminos semejantes
7X—-5x=20
simplificando y resolviendo se tiene
2x=20
20
X=—

2
x=10
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4.-Determina el valor de x en la siguiente figura:

C

21 30

A ox D 3x-1 B

Donde CD es bisectriz del ~C de donde
3x-1_30
2X 21

eliminando los denominadores se tiene
21(3x—1) = 30(2x)
desarrollando se tiene

63x —21=60x
agrupando terminos semejantes se tiene
63x —60x =21
simplificando y resolviendo se tiene
3x=21
X= 21 =7
3

PROBLEMAS PROPUESTOS.
1.- Determina el valor de x, supdngase que el segmento AD es bisectriz del angulo

Respuesta x=15
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2.-Determina el valor de x, supdngase que el segmento BD es bisectriz.

7
f

A 14 D
Respuesta: x = 6.5

3.- Determina el valor de x, suponiendo que el segmento BD es bisectriz.

Respuesta x=12

4.- Determina el valor de x, suponiendo que las rectas son paralelas.

21cm

X

U

Respuesta x=41.1 cm
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TEOREMA DE PITAGORAS

“En todo triangulo rectangulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de
los cuadrados de los catetos”.

5 ®
C A

c? —a? 1 b2

C: hipotenusa

a, b: catetos

Catetos. Son los lados que forman el &ngulo recto ACy BC.

Hipotenusa. Es el lado opuesto al &ngulo recto (90°) y es el lado méas grande del
triangulo: AB.

Ejemplos resueltos
I. Dados los siguientes triangulos obtener los datos faltantes, el &ngulo C es recto.

1.-
A
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I=

10

Ejemplos resueltos, problemas de aplicacion

=

Al abrir una escalera de pintor, se forma un tridngulo isosceles, la distancia
entre las bases es de 1 my los lados iguales miden 1.40 m. Determina la
altura de la escalera.

1.40 m

[

0.5m

Solucioén

La altura de un triangulo iso0sceles divide a la base en dos partes iguales,
formandose 2 triangulos rectangulos:

De acuerdo al teorema de Pitagoras:

c=1.40

a=0.5

b=h
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Sustituyendo en:
% —a? b2

nos quedara
1.40° =0.5* +h?
Despejando h?
h? =1.40° —0.5°
h? =1.71
Sacamos la raiz

h=+v1.71

h=1.30

Por consiguiente, la altura de la escalera es de 1.30 m.

2. Calcular la longitud de un cable que sostiene una antena de 20 m de altura,
sabiendo que sobre el suelo la distancia de la antena al cable es de 21 m.

e a =20 b=21
X =207 + 21

S X
20 X = /4007 + 441
X =+/841
X=29
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EJERCICIOS

Resuelve los siguientes triangulos rectangulos, donde el angulo C es recto.
1.-
B

a=5

C b=12 A

c=37

A R=1857

4.- Se deja caer una piedra desde la parte alta de la torre de Pisay cae a 4.76 m
de la base de ésta, sabiendo que la torre mide 91 m, ¢ Qué altura tiene la torre?

R =90.87m
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5.- ¢, Cuanto mide la diagonal de un terreno rectangular de 56 m de largo y 33 m de
ancho?
R=65m

6.- Se tiene un terreno en forma de triangulo rectangulo, cuyos catetos miden 300
y 800 m. ¢ Qué cantidad de malla se necesita para cercarlo?

R =1954.40m

7.- ¢, Cuanto mide el lado de un cuadrado, cuya diagonal mide 8 m?

R=5.65m

8.- ¢ Calcula la altura de un triangulo equilatero que de lado mide 10 cm.
R =8.66 m
9.- Un automovil viaja a una velocidad constante de 2.5 m/s y pasa por debajo de

un puente peatonal. Determina a los 12 s, la distancia entre el automovil y el punto
ubicado exactamente arriba del paso del mismo, si la altura del puente es de 6 m.

R =30.59 m
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10.- Un pescador se encuentra a 12 km de una ciudad que esta a 0 km sobre el
nivel del mar, desde alli observa un avion, que volaba a 10500 m de altura, sobre
la ciudad ¢ A qué distancia se encuentra el avion del pescador?

X e

B =" i h

— G
=

R =15945.21 m

11.- Desde la parte superior de una torre que mide 45.5 m de alto se observa un
incendio a 2 km de la base de la torre. ¢ A qué distancia de la punta de la torre
esta el incendio?

R =2000.51 m

12.- Calcula el lado de un rombo cuyas diagonales miden 32 mmy 24 mm.

R =20 mm
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13.- Calcula los centimetros de cuerda que se necesitan para formar las letras N,
Z y X de las siguientes dimensiones.

20 cm 24 cm 30 cm

Se necesitan cm. Se necesitan cm. Se necesitan cm.

R=65cm R =46 cm R =68 cm

14.- Encontrar el valor de x utilizando el Teorema de Pitagoras.

a 1 b}

20 16 17

36

12

a) x =+/288 unidades
b) x =13 unidades
C) X =26 unidades

d) x =+/33 unidades
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