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INTRODUCCION

Esta coleccion de ejemplos y ejercicios pretende servir como una guia para
presentar el examen extraordinario de Calculo Diferencial e Integral Il
correspondiente al Area de Matematicas, Turno Matutino. Los autores esperan
que te sea util, esto serd en la medida que la leas y trates de entender lo que hay
en ella y resolviendo los ejercicios planteados, recuerda solo es una guia, trata de
complementarla con lo visto durante tu curso y con la bibliografia que se te
proporciona, también aprovecha la inmensa variedad de recursos que la era
moderna nos ha puesto en bandeja los programas que se te proporcionan en la
bibliografia son una excelente muestra de ello. Es recomendable que inicies tu
estudio leyendo los ejercicios resueltos y la pequefia parte de teoria que la guia
contiene, después trata de resolver los ejercicios que leiste sin verlos para que
adquieras confianza, compara tus respuestas y autoevallate, no importa que te
equivoques, es normal todos lo hacemos pero trata de hacerlo lo menos posible
esto ultimo significa que entiendes lo que estas haciendo y que estas en el camino
correcto. Finalmente trata de resolver la totalidad de los ejercicios y cuando tengas
duda en como resolver alguno pide una sugerencia y solo eso a alguien.

Como te lo mencionamos trata de sacar provecho de la tecnologia, pero Usala
como herramienta, no abuses.

Nos seria grato escuchar tus criticas sobre las dificultades que tuviste al trabajar
con ella, los errores (que seguramente abundan) con el fin de mejorarla para tu
beneficio.

Esta basada en el Programa Oficial formulado por el CCH, el cual a manera de

resumen presentamos a continuacion:
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UNIDAD |

DERIVADAS DE FUNCIONES TRASCENDENTES
En esta primera unidad del curso de célculo Il se trabajan derivadas de funciones
exponenciales y trigopnométricas, funciones que se estudiaron ampliamente en el
curso de Matematicas IV, por lo que seria conveniente que repases parte de lo
visto en dicho curso, a continuacion se proporciona la parte tedrica indispensable
para la resolucion de los ejercicios.

FORMULARIO BASICO PARA DERIVAR FUNCIONES TRASCENDENTES

Para u= f(x) diferenciable se tiene:

d (¢)=¢" i(u)

d_x dx

d, , , d

&(a )=a S (Wina
d 1d
Lnn==2L
dx(nu) udx(u)

d 1 du
20 __+ 4
dx(OQaU) ulna dx

d d
&(sen u) =cosu &(u)

(;j—x(cosu) =—sen u(;j—x(u)

d , d

= (t _ -

dx( g u)=sec’u dx(u)

d sty L
dx(ctg u)=—csc udx(u)
d

&(secu):secu tg u%(u)

d d
&(csc u)=-cscu ctg ud—x(u)

EJERCICIO
Realiza el siguiente ejercicio usando el formulario y siguiendo los ejemplos

resueltos:

1) y=e*** su derivada usando la férmula di(e”) = di(u) con u=4x+5
X X

Tenemos que d (e¥*®) =™ a (4x+5) = e (4) = 4™,
dx dx

2) Si y =e2*3*3 entonces % -

X



3)Si y=e"® entoncesdi(e Xz‘g):
X

%ﬁ?2x+1
4) Como un ejemplo méas complicado calculemos la derivada de y=e\ x>

gl 1(“) (5)(2)-(x+ 1))

dx - 3\ x-=5 (x-5)2 -

eﬁ}(mﬂji( -11 J: —119{in+51
( 3(x-5

3\ x-5 x—5)° )2/(2x+1)2(x—5)

2x-4 2x-4
5) Siy =e3*-2 entonces d—(é“]z
X

. . 2(y2 d 2,2
6) Como ejemplo calculemos la derivada de y=e" **3 entonces d—(e'” 09y =
X

eIn2(x2+3) i(InZ(XZ +3)) = eln2(><2+3) l:z In(x2 +3)i (In(x2 +3))j| =
dx dx

0 | 2ln(x? +3)( 2x | _ 4xe™ ) In(x? +3)
x*+3 x*+3
3x

5

. e . : .
7) Si y=—————— su derivada es usando formula para derivar cocientes, la
VX2 —6x+5

reglade la cadenay la de la exponencial natural:

3x 3x

3x «/x2—6x+5d(e5J—e5d((x2—6x+5)

N
N——

d es B dx dx B
dx| X2 —6x+5 | x> —6X+5 -
SN B!
X2 —6x+5 g5 (j—ef’ —(x2—6x+5) 2(2x-6)
5 2
x? —6x+5

Simplifica, hasta donde te sea posible, esta derivada

22X A=2X
8)CaMUM'9'E?—jgr =
dx| e +e™

9) Calcula %(eeX ) =



d
10) Calcula —(x"e®"*) =
) o (e™)

11) Observa el siguiente ejemplo resuelto para que pongas en practica la derivada
de funciones exponenciales de base distintas a e.

X x x g
LEDF: :42—(5)|n4=42(1jln4=4 In4
dx x| 2 2 2

Ahora calcula:

12) %(18”5‘4) =

13)%(3m):

14) %(2“34*2 )=

15)%(5W):

Ahora pongamos en practica la derivada de las funciones logaritmicas.

Para u = f(x) diferenciable se tiene que di(ln u)=1di(u), por lo tanto:
X u dx

d 1 d 9x? -2
16)—(In(3x°* -2x+2))=———— — (33 —2x+2)=—"C %
)dx( ( )) 3 —2x+2 dx( ) 3x3—2x+2
Calcula:
17) L) i YX*3 1
dx 5x+1

)



19) Si tenemos y = xln(x+a\/1+ x2) usando la formula para derivar un producto de

funciones y la formula para derivar el logaritmo natural tenemos:

%(xln(x+«/1+7)):x di(ln(x+«/1+7))+ln(x+\/l+7)%(x):

X

X ﬁ %(X+W)+In(x+m)(1):

X ;(H 1+x ) In(x+ 1+x)

x+«/1+ X

X X X+ 1+ X
1+ In(x+ 1+ x? ) +In(x+x¢1+x2)=
x+«/1+x2( 1+X2J x+\/1+x2£ J1+ %2 ]
X
+In(x+»\/1+x2).
J1+ %2

Recuerda que la funcion logaritmo, en patrticular el logaritmo natural, tiene entre
muchas otras importantes propiedades:
)] InAB=InA+InB

1)) Iné:InA—InB
B

i) In A" =nin A Para ciertos numeros reales A, B,n

20) Con esto trata de terminar el siguiente ejercicio:

d d d

—(InGx=7°(2x* +7)*) =—(In(Gx—7)* +In(2x* + 7)* ) = —(3In(5X —7) + 4In(2x* + 7

& INGx=7°( ') =5 (InGx=7)"+In( )') =5 (8InGx=7)+4In( )
d xInx

Si la base del logaritmo es distinta de e, a es positivo y u diferenciable se tiene

que:
d(I og,u ) L du Usando esta formula pueden hacerse los siguientes
dx ulna dx
ejercicios:
22)1(I094 2x J: 1 i( 2x j_ (x? —1)(1) x(2x) | _
dx X -1 Ina_X dx\ x“=1) In4(x) (x? 1)
2
X° =1
X -1 [ =x*-1)  —(¢+1)
(N (x*=1?) Ina(x®-x)"

23) Usando la propiedad de los logaritmos Ioga 5 =log, A—log, B se tiene que:



log, — v =log, x—log, (x> —1) Comprueba que los resultados obtenidos

concuerdan, al derivar esta ultima funcion.

d
24) Calcula &<xlog8 \/;):

25) Calcula (;’ (log,, (2x* —4x)) =

26) Calcula i(Iog(“xj ]—
dx 1-x

El siguiente ejercicio lo haremos usando propiedades de logaritmos tales como:
log, X" =n log, X

Iogaé: log, X —log, Y

27)
1
d 2X d 2x )2
—| logg ,[———=In5|=—| lo In5 |=
dx( %\ x+a J dx 95(3—3xj
1 d 2X In5 d
EInB&(Iogs3_3Xj:7d—(logs(2x) log (3-3x)) =

In5 2 -3 1 1
— - =4
2 [2x|n5 (3—3x)|n5] 2x  2(1-x)

d 3
28) Calcula —| | =
) dx [Og{x +2D

Pondremos en practica las derivadas de las funciones trigonométricas:

29) Si tenemos y =sen(v/x +8x+4) entonces su derivada es

1
i(sen(\/;+8x+4)):cos(\/;+8x+4)i(x5 +8x+4) =
dx dx

12 ) 1
cos(\/;+8x+4)[5x +8]_cos(\/§+8x+4)[ﬁ+8].

Ahora calcula
30) a (cos(3x* — 2, 3x)) =
dx X



31)
i(sen5 (3x—5)) =5sen*(3x-5) a (sen(3x—5)) = 5sen” (3x —5) cos(3x — 5)(3)
dx dx

=15sen”(3x —5) cos(3x —5)
d
32) —(sen(3x-5)°)=
) 5 (sen(3x=5)°)

33) %(sen(exa)) =

» ()
ot ({3 2T

X2
YT
dx \ \/5x + sendx
36) —(cos(?x +2)> —cos’ (7Tx + 2)) =
dx

37) %(sen2 (xX°)cos(x*)) =

38) %( sen® (X +1)) _

39)1[25en(x+3 += coszj
X

40) —[%sen—+7xcos xj
41)—(sen(xe ))=
42) — (cos S5x+2 )

43)—| co sx3—%cos3 x3]:

o o_ o a
o.><|°-><°-><°-§3—o_><

— 1 3 9
dx +c0s3x)(x—sen x))

—[cos ——sen X +1)j
dx

46)— (tg(2x* +3x+5)) =

o

o
><Q_



47)
d(1l *) 1d d 1d
&[étgax‘tgx”%}éd—“g 99X 3 ()=

%(3 tg®x sec’ x)-sec’ x° (3x2)+%(3x2) =tg2xsec? x —3x2sec? x® + x?

48)—{tg \/\'/_ J

49) i(ctg\/eX +1):
dx

50)

d ( 8—3xj 2(8—3xj d (8 3Xj
—| ctg =—CSC — | ===
dx 7 7 dx\7 7
2(8—3Xj( 3) 3 2(8—3x)
—CSC ——|==csc
7 7 7 7

d —

51)&('” Cth):

52) %(sec X° —csex? ) =

53) %((5“1)( gn -

54) %(cse?x)z

55)%(In(sec5x+tg5x))=
56)%((x2 +ctg(x—5))sec\/§) =

57) % (xsec® x+ctgx) =

58)%{ 1+tg(x+%n:

10



-2 ~ Jesc® ctg X
1( xj 2 X x d [xj 2 Y2
csc— —csc— ctg= —| = ||=
2 2 2 dx\2
60) i((sec 4x +tg 2x)5) =

dx

PROBLEMAS OPCIONALES

REALIZA  LAS GRAFICAS DE LAS  SIGUIENTES  FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS, USANDO CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA PARA
EXTREMOS RELATIVOS.

61) f(x) =sen’x—cosx 0<x<2rx
62) f (x) =X+ senx 0<x<2rx
63) f(x) =senx+cosx 0<x<2x

Resuelve los siguientes problemas, usando el criterio de la primera o segunda
derivada para extremos relativos para el primero y el concepto de velocidad
instantanea para el segundo.

64) Cuando se dispara un gol de campo el alcance (la distancia horizontal desde
donde se patea el balén hasta dénde cae al suelo) bajo ciertas condiciones esta
dado por:

_ V,’sen20

g
constante) g es la aceleraciéon de la gravedad, tomarla como 10m/s?.Y 6 es el

R donde v, es la velocidad con que se dispar6 el balon(es una

P P . T
angulo con que el balén sale disparado con respecto al suelo. Esto es OS@SE'

¢, Cual es el angulo que maximiza el alcance?

65) Una ola tsunami es una onda marina causada por un maremoto. Es conocido
gue estas ondas han sido estudiadas a través de funciones trigopnométricas de la
forma y=acosbt.Siunaola tiene una altura de 8my un periodo de 30s. ¢Cuan

rapidamente asciende o desciende la ola cuando y=3m?

11



CUESTIONARIO DE EVALUACION

1. ¢Cuél es la derivada de la funcion f(x) =sen®x?

a) 2cos 2x b) 4 cos 2x C) 2 sen 4x d) sen 2x

2. La derivada de la funcion f(x) = x sen 3x es:

a) 3cos 3x b) sen 3x + 3 cos 3x C) cos 3x d) sen 3x+3x cos 3x
3. La primera y segunda derivada de la funcién f(x) =e"es:

a) f'(x)=e™” f'"(x)=e"" b) f'(x)=—e" f'(x)=e""

c) f'()=—xe™*  f'"X)=—x(-x)e*? d)f'(x)=-e f7(x) = —e

4. Si f(x)=In.e®*(sen4x) para 0< x <%, entonces f’'(x) es:
a) 3+ 2 cot 4x b) 3—2cot 4x c) 3+2tan 4x d) 3—2tan 4x

5. Si 3—f =x" parax>0yg(x)= f(x2 ) entonces ¢ Cudl es la derivada de 3—9 :
X X

a) X(ZXZ) b) X(x2+1) C) 2X2x2+1 d) ZX( x+1)

6. Una funcion creciente en todo su dominio es:

a) x° b) e c) e d) e*"
7.Si y=senu, u=V?,y v=4x, entonces g—y:

X
a) 32x cos 16x> b)8x sen 16x> C) 4x sen 4x d) 32 cos 8x?
8. La pendiente de la recta tangente a la grafica de f(x)=5"en x=1es:
a)125 b) 125 c) 1251n125 d). In125

9.Si f(x)=e*, entonces f"(x) es:
a) 16e* b)16 e > c) —8e ™ d) 8e* e)-16e

10. ¢ Cuédles de las siguientes funciones tienen la propiedad qué f"(x)=—-f(x)?

a) f(x)=senx b) f(x)=cos x c) f(x)=e™ d). f(x)=Inx
11. Si y =1In 4x+4*, entonces g—y =
X
a) 2 ixat b) L4 il d)L1iaina
X X X 4 X
12. La derivada de y =log, Jx+1 es:
1 1 1 1

a) — b) — c d —

) x+1 ) Ix+1 )2(x+1) ) 2(x+1)In8
13. Si y=senu,u=3w, yw=e, entonces g_y =

X

a) 6 e cos(3e?) b) 3cos e** c) ez d) —6 sen(6 e?*)

12



. Senx .
14. El resultado de Img— (xen radianes) es:
X—> X

a)l b)0 C) no existe d) 4
15. En el intervalo [ 0, 7 | de la gréfica:

\
(

—

¢,Donde estan los puntos de inflexion para la funcién?
a)Enx=0yx=7x Db)En x=% C)En x=%yx=37” d) No hay en este intervalo

2

16. ¢, Cual es la pendiente de la recta tangente a la curva y =1In \/)Z_ en el punto
X +1
donde x=27
2 4 3
a)l b) —= c) — d -
) ) 3 ) . ) c
17. Si yzﬂ, entonces dy =
COS X dx
n2
> ZX ) e C)sec® x d) Lsen x+ In(cos x)
COS” X —senx X
d ,/sec X
18.Al calcular ( r ) obtienes:
X
a) cos X b) sec xtan x c)tanXT SECX d) x cos x

19. ¢ Cuédl es la derivada de la funcion f(x) =cth«/§?

a) —esc” Vx b) —M ¢ escPVx  d) M
X X

20. La ecuacion de la recta tangente a la curva de f(x)=( x—1)e > en el punto
donde x=0 es:

a) y=3x b) y=—4x+1 C) y=—3x—4 d)y=4x-1

13



UNIDAD 2
LA INTEGRAL COMO ANTIDERIVADA

DEFINICION .Una funcion F(x) es una primitiva o Antiderivada de una funcion
f(x), enunintervalo I, si F'(x) = f(x) ¥V x e |.Por ejemplo:

1) Si f(x)=1 entonces una primitiva de ella serd F(x)=x, ya que F'(x)=1= f(x),
pero también F(x)=x+3 es primitiva de f(x), en general F(x)=x+c donde c es

una constante sera una primitiva de f(x)=1.
2
2) Si f(x)=x entonces F(x) =X?+c es una primitiva de f(x)=x ya que F'(x)=x.

3

3) Si f(x)=x*entonces F(X) :%+c ya que F'(x)=x*= f(x).

n+1

4)Si f(x)=Xx" entonces F(x)=—
n+1

+C para n=-1.

5)Si f(x)=x" _1 entonces F(x)=Inx para x>0.
X
6)Si f (x)=senx entonces F(x)=—-cosx+c

7)Si f(x)=cosx entonces F(x)=sen x+c

8)Si f(x)=tg x entonces F(x)=Insecx+c ¢Porqué?

9) Si f (x) =sec’ x entonces F(x) =tgx+c

10)Si f (x) =csc® x entonces F(X) = —ctgx+c¢

11)Si f (x)=ctgx entonces F (x)=Insenx+c.

12)Si f(x) =secx entonces F (x)=In(sec x+tagx) +c ¢Porqué?
13)Si f (x) =cscx entonces F(x) =In(csc x —ctgx) +c¢ ¢Porque?
14)Si f (x)=secx tgx entonces F(x) =secXx+c

15)Si f(x) =cscx ctgx entonces F(X) =—cscx+cC

14



DEFINICION
Asi, al proceso de encontrar todas las primitivas o antiderivadas de una funcién f,

continua, se le llama integracion, en términos matematicos la simbologia:
J.f(x)dx llamada Integral indefinida de la funcion f, y que se lee la integral de f

diferencial de x nos plantea la pregunta de encontrar una funcion F(x) tal que su
derivada (o diferencial) sea f(x) (f(x)dx) la diferencial de x, dx, nos indica que

la integral se hace con respecto a esa variable.
Con esta definicion se tiene el siguiente formulario basico para f, f,,u= f(x)

funciones diferenciables, n un nimero real:

FORMULARIO BASICO DE INTEGRACION Y LINEALIDAD DE LA INTEGRAL
INDEFINIDA.

Las dos primeras férmulas dan lugar a lo que se conoce como linealidad de la
integral indefinida.

1) j cf (x)dx =¢ j f (x)dx
[ (£,09+£,(0) dx = [ £,0)dx+ [ £,(x)dx

3)_[du =Uu+cC Si U= X entonces Idx:x+c

n+l n+l

. X
+c n=-1 si u=x entonces J'x”dx:
n+1

4)'fu“du _ U +C

n+1
S)I(Tj—uzju‘ldu =Inu+c si u=x entonces J’d_):(: Inx+c
G)Ie”du =e"+¢C

7)_[ senu du =-cosu+c

8)_[005 udu=senu+c

9)Itan udu =Insecu+c

lo)jctgudu =Insenu+c

11)_|.5ec2 udu=tanu+c

12) j csc’udu = —ctgu +c¢

13)_[sec udu = In(secu +tanu)+c

14).|.cscudu =In(cscu—ctgu) +c¢

15Isecu tanudu =secu+c

16)Icsc uctgudu =—cscu+c

15



EJERCICIO
Calcular las siguientes integrales, usando el formulario basico para integracion y

los ejemplos resueltos.
X14 X14
1)]7x13dx :7jx13dx:7—+c =—+C
14 2

2)_|.Xi2dx =

3)]5—§d =
4)I§Z/x_5dx:
5)]2x6§ﬁdx:

2 3
—+1 = 3

6)f\/_d —3J'dx—3'[ 5dx 3+1+c:3§+c:5x5+c
5 -

5
7)j—dx_

8)_[ 2—3x+6x2)dx=_[2dx+_[—3xdx+j6x2dx=2jdx—3jxdx+6jx2dx=

2
2X —3i+6i c=2x—X Loy e
2 3 2

9)[(3x—4)dx:
10) [ x(2x~5) dx =

1
1 2t 2
1) T = [Tk =7 I L I
-1 el
2+ 2
f X 72 y 2 I
XA/ X + XX2 + X X% + X X2 X
lZ)j dx:J‘ v dx:J. v dx:I 7+7 dx =
: ! EO
X2 X ? 2
dx+ dx x2 dx+ x2 dx X 2dx+ X 2dx—— +c:2\ﬁ——+c
Jordxe]Trdx= [ des | I e N
2 2

13)jx(ﬁ+%j dx =

14)[()( ZJ_]dx—

16



5 3
15)Iﬂd _JBXZdX_Jéide+J3x dx :—J'—d ——j I—dx:

2 4 2
—'|.x3dx——dex j 1X————+I x+c=2-X iinx+c
34 32 12 3

16)j(x+ jdx j( +2X= +—de J‘xzdx+2J‘dx+J‘%dx:Xg+2x+cl+J‘x2dx:

7 5

l7)J\/§(x+ 1)(x—3)dx = J'x2 x —2X— 3dx J-dex 2'|'x2dx 3]x2dx—
5 3
2 2

X2 X2 X 2x2 4x2 2
2 2 2
Practica lo anterior con los siguientes ejercicios:
3
i)'[ X 55x+2 i
X

.. 2
||)J(2—&j(3+ x) dx =
CAMBIO DE VARIABLE

Abordaremos el uso de las formulas siguientes, también conocido en la literatura
matematica como cambio de variable:

18)[(x* +3x-3)" (3x* +3)dx =
sea u=x"+3x—3 = du=(3x"+3)dx con esto la integral por calcular

3 _ 13
quedaria como [(x° +3x—3)12 (3% +3)dx = [u*du = li—:+ c= W+ c
19)[ (x—6)**dx =

20)[(17x—4) dx =

20)f (3—X—;jex4dx =
(1)

X3
7x% +14x
23
)va +3x° +
2@]%%+x+ 8x+2wx=

X:

22) j

17



26)_[ ( W)z
27)]— 25enxcosx B

V1+sen?x
—4x°
28) [ —X___ dx =
I 14x)
29)[(3x~9) dx =

Sea u=3x-9 entonces du=3dx por lo tanto d?u:dx con esto la integral por

12 _o\?
calcular queda como I3X 9) Vil = fu”du 1J‘u“du_1u M

——+C= +C
3 312 36
x*+3
30)]%@:
(X*+9x-7)
J~8x +16 ¢ 8(X*+2) dx—8j (x> +2) =
22 T2 dx=8[—" "2 _dx=

JNE 1 1
X"+6x+1 (x3+6x+1)3 (% +6x+1)3
considerando u = x* + 6x+1=> du = (3x* + 6)dx = 3(x* + 2)dx

du .
entonces 3 = (x* +2)dx con lo que la integral queda como:

du

2
2 - _1 3
1 1 3] 1 32
(x* +6x+1)3 us us 3
2
AU® +C :4«3f(x3 +6x+1)° +c
X
32)| ———dx =
)‘[(X2+3)17

33)_|.(2x+5)§‘,/x2 +5x+1 dx=

18



3 dx
34| ———— dx=3 =3[ (38x—2)?dx =
)J. 9x* —12x+4 -|.(3x—2)2 J.( )

tomese U=3x—-2 = du=3dx = d?u = dx con esto la integral

du u™ -1
ueda como 3| (3x—2)2%dx=3|u?*—=—+c= +C
q J.( ) I 3 -1 3x-2

35) j sen °5xcos5xdx =

36) Itgszxsecz 2xdx =

Inx

38)]2)(2_3 dx =

tomando u =2x* -3 = du =4xdx = ({Tu = xdx con esto la integral queda:
1 d—uziln(2x2 -3)+c
47 u

39) j

13x

Tomando u =1-23x se tiene que du =—3dx de donde _d?u =dx sustituyendo esto en la
du
. 3 1¢du 1 1
integral tenemos [—2-=—= ("= = —ZInu+c=->In(1-3x)+c
g -[ u I u 3 3 ( )
40)[&:
41) j —dx—

15x* +6x dx
X+ x2+7

42)[ = ——

CIEs

4)I sec3x ?
3+1tg3x

ax ax
45)I 1 :.[ 1/ 4 -
X+ x5 XS(X5 +1j

1

X Sdx

I
(Xm]

19



4 1 1
Considera u=x®+1 su diferencial es du :%x 5dx con lo que %du =X °dx

Regresando a la integral por resolver se tiene que:
5

du
_[ o =I dx —I 5dx_I4 2 d—U:EInu+c:§ln xg+1 +C
1 1/ 4 4°u 4 4
X+ X3 X5| x5 +1 x5 +1

3x

46)'|'e4dx:

tomandou_:%X :>du_§dx :d?u:dx:ﬂ:dx
4

4 4 3)(
asi la integral quedaria e4dx e! —du_— e'du=—e"4+c=—e* +cC
gral g j I I 3 3

47) j xe~3X 5l
48) .[ ¥ dx =

x+1

edx

49)]
50)j pl-2x 2
51)IL_

e +1
52).[ sen(3x—1)dx =

sea U=3x—-1du=3dx=dx= d?u entonces la integral se expresa en términos de u

como Isenu d?u = %J‘senudu = —%cos(Bx—l) +C.

53) j sen(x?)5xdx =

54)Isen (3—%) dx =
55) [ cos(3—7x)dx =

56) .[ cos d

ot

57) |( I sen(x) + cos(x))zdx =

20



tgfdx

%ﬂ

1 1
tomando como u=«/_:x2 :du:%x 20x = 2du =

o
%”l‘x

la integral en términos de u queda como :

jtgfdx jtgu(Zdu) thgudu_ZInsecu+c 2Insec/x +¢

N

SQI 3 tgx B
cos® X

1.1
sec—tg =

mﬁ————m—
61)Isec7x tg7xdx =

62)jctg4xdx = Ictgzxctgzxdx :jctgzx csc2 x—1 dx = J'ctgzxcsc2 xdx—fctgzxdx =

J.u J. (csc? x- 1)dx————jcsc xdx+J'dx——Ctggx+ctgx+x+c

63 jsecx tgx
1+ Sec X

64)-[ tg 7x

65) I csc?4xdx =

INTEGRACION POR PARTES

Los siguientes ejercicios pondran en practica el método de integracion por partes
basado en la utilizacion de la siguiente férmula, para u, v dos funciones
diferenciables:

Iudv=uv—fvdu
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66)I3xezxdx =

Tomando u=3x=du=3dx y si dv=e"dx=v = Iezxdx

Si W=2X:>dW:2dX:>dX:d7W con esto V:Iezxdx:jewd—w

1_[evvdw = %ew = %ezx V= %ezx(es muy practico usar ¢ = 0,ya que facilita los calculos).

De acuerdo a la formula de integracion por partes con las funciones obtenidas se tiene:

2X 2X
j J'l 2 (3dx) = 3X§ —%jezxdx:si—%ezuc

J'Sxezxdx = 3X(
2
e—2x
67) —dx=
68)f4x cos xdx =
69
) I cos’ x

70) J' —Xctgx csc xdx =
71) j In xdx =

72)I x(g +1) dx =

X
73) [ —=—=dx =

J2-3x
Si tuviste dificultad para resolver los dos ejercicios anteriores puede ser que te
ayude ver la solucién del siguiente:

X+1

74)I—dx_
1 2
1 _t —
Si u=x+1 = du=dx tomando dv:(x—3)_5dx:v:j(x—3) 3dx:3(x—3)3
Usando la formula de integracién por partes tenemos:
2 2
_3)s 2 _3)s
I(x+1)(x—3);dx:3(x+1)z(x 3)° —%j(x—3)3dx:3(x+l)2(x 3)° —gg(x 3)§+c
2
—3)3 5
3(x+1)(x—3)3 —g(x—3)§+c
2 10
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75)I5x3 In3x dx =

Considerando u=In3x = du = i(3) dx = X y como dv =5x°dx

3X X
4

X . )
=>V= I5x3dx :57 con esto la integral de acuerdo a la formula de

integracién por partes quedaria como:

4 4
'[5x3ln3xdx 5x* In3x_J5x dx 5x* In3x 5 Cdx 5x In3x 5 x"
4 4 4 4 4
5x*In3x  5x*
4 16
76)J-Inx

77) Icos xIn(1l+ cos x)dx =

78) Jsenx In(cos x)dx =

79)I e*™ cos x senx dx =

80)Iln JXx+1dx :.[In(x+1);dx :%jln(xﬂ)dx =

Tomando u:In(x+1):>du:£ dv=dx=v=x

X+1
con esto 1_[In(x+1) dx:XIn(XJrl)—lj X dx =
2 2 2° x+1

XIn(XJrl)—EIXH_ldx:Xln(x+1)_1jx+1dx+ dx

2 2Y x+1 2 2° x+1 2 X+1
xIn(x+1) 1Idx+ In(x+1)+c xln(x+1)_§+ln(x+l)+c

2 2 2 2
81) I 7xsen5xdx

Tomando u=7x=du=7dx ydv=sen5xdx = v= jsenSxdx esta

dw
integral la resolvemos tomando w =5x = dw =5dx = =" dx

. 1
con esto se tiene v = ISGI’]SXdX =J~ SGT’IW% = —gCOS 5X

sustituyendo las partes tenemos:

I?xsenSxdx = —@ —I[——cos 5xjd w ! _[cos 5xdx =

7XCc0s5x 7sen5x
- + +C
5 25
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e2x

1-¢*

83)J.szdx =
(x+1)

82) j dx =

84)I x% cos 2xdx =

n2x

se )
sea U = x* = du = 2xdx tomando dv = cos2xdx =V = jcos 2xdx = ¢Porqué?

asi la integral por resolver queda:

2
2xdlx — X“sen2x

x?sen2x _J- sen2x
2

_[xz cos 2xdx = —I xsen2xdx

La integral jxseandx también se resuelve por el método de integracion por partes:

C0S 2X

sea U =x=dU =dx si dV =sen2xdx =V = jsenZde =— ¢Porqué? con esto

COS 2X XCOS2X sen2x

+1J'c052xdx =— + +c con esto la inte-
2 2 4

x?sen2x  XCcos2X sen2x
+ — +
2 4

tenemos IXSEFIZXdX = X(—

gral inicial queda: J'x2 COs 2xdx =

Con esta misma idea resuelve las siguientes integrales:
85) [ x’e*dx =

86)J'(x2 - x) e *dx =

Finalmente consideraremos la resolucién de ejercicios que necesitan mas astucia
e inventiva.

87).[c0322xdx = J'cos 2XC0S 2xdx =

sen2x

Tomemos u =cos2X = du = —-2sen2xdx y si dv =cos2xdx =V = jcos 2xdx =

usando lo obtenido en la férmula para integrar por partes tenemos:

)sen2x+J-sen2x COS 2XSen2x

J'coszdx=(c052x 23en2xdx=f+.|'sen22x=

Usando la identidad pitagorica sen’2x + cos” 2x =1 de donde sen®2x =1—cos® 2x

:WJFJ‘(l—cos2 2x)dx=w+ x+c—jc0522xdx=
2 2

COS 2XSen2x

Asi hemos llegado a la identidad _[cosz 2xdx = +x+c—jc0522xdx que

como podemos observar contiene la integral por resolver en su segundo miembro
paséndola al primer miembro tenemos:

COS 2XSen2x X N COS 2XSen2x

ZICOSZZXdX=X+ +c:>_|.c0522xdx=§ " +C

24



Usa este truco para resolver las siguientes dos integrales:

88)j sen’xdx =
89) J. sec’xdx =

90)IeX cos xdx =

Si u=cos x = du =-senxdx,sidv=e‘dx =>v= jexdx =ge"

= _[ex cosx dx =e* cos X — _[ex (—senx)dx =e* cosx + .[exsenxdx =
Resolvamos Iexsenxdx por el método de integracién por partes:

Sea U =senx = dU =cosxdx y v=¢e*

Iexsenxdx = e*senx —Iex cos xdx + C sustituyendo la solucién obtenida tenemos

Iex cos Xdx = e” cos X + e*senx —Iex cosxdx+C =

Observemos que la integral por resolver esta en el segundo miembro
y al trasponerla al primer miembro tenemos que:

X

e
2'[eX cos xdx = e*(cos x+senx)+C = jex cos xdx = ?(cos X+ senx)+c

Resuelve:

91) _[ e*senxdx =
92)] senln xdx =

93)Si %:&2 +3 y h(1)=6 determine h(t).

Puesto que %:3# +3=dh=(3t*+3)dt = [dh=[ (3" +3)dt =
3
h(t):3jt2dt+sjdt:3%+cl+3t+c2 =t>+3t+c donde c=c, +cC,

. h(t)=t>+3t+c por la hipdtesis del problema si t=1 h = 6.Es decir:
6=(1) +3(1)+c=>c=6-4=2=h(t)=t+3t+2.

94)Determine la funcion f si f’(x)=3x2—5+E y f(1)=2.
X

95)Determine la funcién g si g'(x) :(2x—3)2 y 9(0)=—4.
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CUESTIONARIO DE EVALUACION
X+1

1) Una Antiderivada de T es:

a) In x b) x+In(x)+c c)(Inx ) +c d) In(Inx )+c
2) Para x>0, J-In):(2 dx =

a) (Inx)?2=xInx*+c b) %( Inx)*+c  ¢) (Inx)+c d) In(In x )+c

X
3)Ix2 e2 dx =
X X X X X X

a)x’e2+c b) 2x2e?-8e2+c ) e5[2x2—8x+16 ]+c d) 2x% e? +8e2 +¢

1
4) I[ x5+x2jdx:
1 6 1 6 1 6 3
a) X +ix2 e b) X ixz1c C)X—+1X2+C d).X—+—x2+c
2 6 6 2 6 3

5) Si W(x) =4x®+3x* +4x y w(l) =12, entonces w(x)es:
4 3
a) 12x° +6x+4 b)x*+x*+2x>+8 ¢) x* +3x* +4x*+4 d) XT+X?+4X2 +6

6) Una particula se mueve a lo largo de una recta con aceleracion dada por

a(t) =3t°. En t =2, la velocidad de la particula es 20 y su distancia 34. ¢Cual es

la funcién distancia?
4

a)s(t) =t* +12t+18  b)s(t) =t +12 c)s(t) =t*+12t+6 d).s(t)=tz+12t+6

7) Una primitiva de tanx es:

a). Insecx b). Insenx c). sec*x  d). tan®x
8) El resultado de IXLZ =
Jx
2 3 1 1 -t 1
a).§x2+4x2+c b). (x+2 ) +c c).5x2+2x2+c

3 1
d). 2x2+x 2 +cC

9) Una Antiderivada de X es:
X+3

a) %(x+3)‘;+c b) In(x+3)+c  c)x—In| x+3]|+c d) x—3In| x+3|+c

10)jx cos 3x dx =
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a)gsen3x+%cos3x+c b) sen 3x+ x cos 3x+cC c)gcos3x+sen3x+c

d) x sen3x+cos3x+cC

11) Iese”x cos X dx =

COS X

a)e“* +sen x+c¢ b)e®* +¢ c)e* +c d) e“**sen x+c¢

12) J'(secz X +Sec X tan x )dx:

sec® x

a)tan x+csc x+c¢ b)tan x+sec x+c¢ C) +tan® x+c

d) In|sec x+tan x |+c

x2dx
13)-[er’—4 -

4
a)XI—4x+c b) In| 2x° -4 | +c c)%ln‘2x3—4‘+c d)e® ™ +c

14) j e cos 3x dx =
2Xx 2Xx
e e
a) 13(33en3x+20033x)+c b) 13(3c033x+25en3x)+c
c)2e*sen 3x+cC d) e”*sen 3x+2e”* cos 3x+C

15) Si tienes Iln xdx el método a emplear para su solucién es:

a) Cambio de variable  b) Integracion por partes c) Fracciones Parciales
d) Sustitucion trigopnométrica

16)Ix sen 2x dx =

a)gcos 2X+C b)%cost—:senzx C) —gcos 2X+Sen 2x+c¢
d) —gc052x+senzx+c
17).[cos2 y dy =
3
a) Sen y+c b) SNy sy Zécos y+c C) %y+%sen 2y +C

d y+2sen2y+c
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18)Ix\/x2+4 dx =
3
2 2 2}
VxT+4 b); C)Mﬂj 1

a) +C d) 3
3 3Vx* +4 3 3(x2+4)5+c
COS X
19
) J.\/sen
a) senx-+c b) 2+/cos x c) 2+/senx d) 2cosx

20) Si una primitiva (antiderivada o integral) de la funcion f es F, entonces.
a) jf(x) dx=F (x )+c b)jf’(x) dx=F"(x)+c  ¢) jf’(x) dx = F(x)+c
d) [ £/(x) dx=F'(x) +c

UNIDAD 3
LA INTEGRAL DEFINIDA

En esta unidad solo consideraremos el siguiente resultado fundamental para la
resolucién de problemas:
Si una funcion f es continua en el Intervalo [a, b] y F es una primitiva o

Antiderivada de f, entonces la integral definida de la funcion en el intervalo se
calcula por:

[ f(dx=F (b)-F (a)
Donde I: f(x)dx es conocida como la integral definida de la funcion f en el
intervalo [a, b].
Si la funciébn f es positiva en [a, b] entonces j: f (x)dx nos permite calcular el

area bajo la grafica de f, el eje X, y las lineas rectas x=a y x=b.Como se
aprecia en la siguiente figura:




EJERCICIO
Calcular las siguientes integrales definidas:

3
1) L (3x +1)dx =
Usando el resultado enunciado arriba encontremos la primitiva de la funcion f:

2
F(X) :j(3x+1)dx:ijdx+J'dx:3X?+x+c la cual al evaluar en a=1y b =3 queda:

2
F(l):3%+1+c:g+1+c:g+cy F(3):33?+3+c:2—27+3+c=3—23+c lo que nos lleva a:

[ @x+Ddx= F(3)—F(1)=%+c—g—c=14.

Z)J._zl(x2 —7x +5)dx =
3)[. (3% + 2x)dx =
B[ (5x-7-x*)dx =
5)[(x* +1)dx=

6)[ @-x")x=

7).|':ﬂ/2x+10|x:9+c—%—c=2—36 (ver soluci(’)n).

Primero encontramos F (x) = I«/Zx +1dx para esto usamos U = 2x +1= du = 2dx = du_ dx
Sdu 1 2 1 u% u2 (2x+1)’
la integral en términos de u queda: qu—:—qudu+c:——+c:—+c=—+c
2 2 23 3 3
2

.[04\/2x+1dx: F(4)—F(O):9+c—%—c:2—?fS

Comprueba los siguientes resultados.

8) —2
J.l x\/1+lnx
o x-1 14\/5 16

I, W 3
10)j \/_+1 _2

11).[0 9—x° xdx:%
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Calcula:
In2

12) J. e”dx =
0

g dx _

13).!.e o

14)[92%=

)-[1 5x 3

Seau =5x-3= du=5dx = d?u = dx en términos de u la integral por calcular quedaria

dx _1 d_u = 1 Inu= 1 In(5x—3) con esta primitiva la integral definida por calcular
5x-3 5 5
quedaria : j 3 5 In(5(3)- 3)——|n(5(1) 3)= [|n12—|n 2] :%InG =In¥/6

VA
16) .[02 oS xsenxdx = l (ver solucion)

Calculamos F I cos xsenxdx sea U=cosX —> du=-senxdx ..—du = senxdx.
u? cos’® x
Entonces F jcos xsenxdx = —I udu = —? =— 5

Finalmente evaluando F (0) =—

p 2
(cos0)® _ l’ F(E}M:o

2 2

T
16)[02 COSs xsenxdx = 1 (ver solucion)

Calculamos F jcos xsenxdx sea u=cosx = du=-senxdx ..-—du = senxdx.
u? cos? x
Entonces F jcos Xsenxdx = —I udu = —? =— 5

Finalmente evaluando F (0) =—

(con)2 :_1, F(ﬂ'j_(COSZj 0

2 2 2
Fcos xsenxdx = F [Zj— F(0)= 0—(—lj _1
0 2 2 2
Calcula:
17)'[; cos xdx =
18) 5 Senx
0 cos® X
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21-cos2x

19) j dx =

20) jo xze‘xdx =

21)'|.24 x* In xdx =

22)J. «/1+ In x _

23)J‘0 (x2 —4) xdx =
24 2 dx =
)j_zxsenx X

25) Le In5xdx =

26)J‘:e‘ﬁdx =

n) [ [P gy -
COS X
e-3 2
28) [, =

29)J 2X 3dx:1—4ln3(versolucién).

2x 3 2X—3+5- 5 2X+5-8
(%) I2x+5 =] 2%x+5 _I 2x15 0X=
2X+5 8 , ,
IZx+5dX_-[2x+ = x—4|n(2x+5) ¢Porqué?

Entonces F(~1) =—-1-4In(2(- )+5) ~1-4In(3) y F(-2)=-2-4In(2(-2)+5)=-2

12X
Izmd =F(-)-F(-2)=-1-4In(3)~(-2)=2-1-4In3=1-4In3.

a)jfxseczxdx =
b)jln2 xdx =F (e) - F(1) =e -2
1

b) Para determinar F(x) :Ilnzxdx usaremos integracion por partes sea
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X
u:lnzx:>du:2Inxd— tomando dv=dx = v =X
X

con lo que la formula de integracion por partes queda

F(x) :Ilnzxdx = xlnzx—jXZIn xd—):( = xlnzx—ZIIn xdx

De tal forma que todavia nos falta por determinar la dltima
integral,la cual también se hace por partes,quedandonos como:

F(x) =Iln2xdx: xlnzx—ZJIn xdx = xlnzx—Z[xInx—de—:}:

F(x) :Ilnzxdx: xlnzx—Z[xInx—J.dx} = xIn*x —2xIn X + 2x

Asi que F(x) = xIn®x —2xIn x + 2x
De donde F(e) =elne—2elne+2e=e

F()=In’1-2In1+2=2 . [In* xdx =F (¢) - F (1) = e —2
1

Calcula:
2
C) L xIn®xdx =

d) Etgzxdx =
ALGUNAS APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA
31)Encontrar el area limitada por lacurva y =2-x-x? yel eje X.

Primero calcularemos la interseccién de la curva con el eje X, para esto
observemos que esto ocurre si resolvemos la ecuacién

0=2-x—Xx*=—(xX*+x-2)=—(x+2)(x-1), lo cual, nos lleva a que los puntos donde
la gréfica intersecta al eje X son (-2,0) y (1,0) .
Asi el area deseada estara dada por:

[ (2—x—x2)dx:F(l)—F(—2):Z—(—EJ:Z+E:£:QUZ.Donde
2 6 3) 6 3 6 2
X° X 8 8 10
FX)=|(Q2-x-x)dx=2X——-"— " F(2)=—4-2+—-=-6+—=——
(=] ) (-2) S= 6=

JFm-p L 1123 27
2 3 6 6 6 6

El area sombreada en la figura es el area recién calculada:
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N

32)Encontrar el area limitada por la curvay = 2x—x* y el eje X.
33)Encontrar el area entre la curvay =4 —x* y las rectas x =0, y = 0.
34)Encontrar el area bajo la curva y =3x*+4 desde x =0 hasta x =2.
35)Encontrar el area bajo la curva y = x+2,desde x =0 hasta x = 4.
a)Usando solo Geometria elemental.

b)Usando una Integral Definida.
36)Encontrar el area bajo la curvay = In x desde x =1 hasta x =e.

37)Encontrar el area limitada por la hipérbolay = 4 ylarectay =5-x.
X

El area por calcular puede verse en la siguiente figura, la porcién sombreada:
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-4 2 0 2 4 \

—4

Calculemos los puntos de interseccion entre las curvas para delimitar el area
deseada, esto lo haremos igualando las funciones, para determinar en cuales
valores de x coinciden las imagenes; mas propiamente:

y=ﬂ:5—x:>£:5—x:>4=5x—x2:>x2—5x+4:0
X X

Resolviendo por el método de factorizacion tenemos:
X’ —bx+4=(x-1)(x-4)=0=x =a=16x,=h=4

2 4

asi el area deseada estara dada por j14(5—x—ﬂ)dx = 5x—%—4ln X
X

1

5(4)—%—4In4—(5(1)—%—4|n1) :20-5-%-4|n4:%—4ln4;1.956

38)Encontrar el area limitada por la parabolay = 2x —x* y la recta y = —x.
39)Encontrar el area limitada por y =5—x* y la rectay = x—1.
2
. X 2
40)Calcular el area entre las curvas y = 3 ey= 4—5 X2
41)Hallar el area entre las curvas y =8x—x° e y = 2x.
42)Determina el area entre la pardbolay = x* —2x+2 y larectay = x.

43)Determina el area entre la parabolay = (x+1)* y la rectay = 3x + 3.
44)Determina el area entre y = X2,y = 2x - X2
45) Determina el area entre y =x%,y =x
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46)Calcule el area entre las curvas x = y> -2y y x+2=.
Haremos un bosquejo de el area limitada por las curvas,para esto :

x=y?-2y+1-1=(y-1)" ~1=(y~-1)" = x+1 que es una parabola horizontal
con V(-11),la otra curva es una linea recta.El area por calcular es la sombreada:

T~

-0.5 4

Para ver las intersecciones hagamos
x=y'-2y=y-2=y’-3y+2=0=y*-3y+2=(y-2)(y-1)=0
<y, =10y, =2.Yaque es mas practico calcular esta area considerando
elementos de area horizontales,siguiendo la idea de los verticales.Asi

2 2
tenemos : L (y-2-(y2 - 2y))dy = L (-y*+3y-2)dy =
2

[—y—3+3y—2—2y} =—§+6—4+1—§+2=4—Z—§=l

3 2 ., 3 3 2 3 2 6
47)Calcular el area entre las curvas x = y* +5y +1 ; x =2y +1.
48)Determina el area entre las curvas x = y> +6y +1; x=-2y —6.
49)Determina el area entre las curvasy =4 —x* y las rectas x =—1 ; x =1.
50)Calcula el area entre las curvas y =4-x>e y = x+2.
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CUESTIONARIO DE EVALUACION
1. A(x)= thdt, la funcidn area, mostrada en la figura es:

()=t

3_

2_

1 -

0

-1 0 1a 2 3 x 4
-1 -
2 a2

a) x b) x2 ¢) 2 za d) 2 —a?
2. El area comprendida entre el eje x y la funcion f(x)=x*+1 en el intervalo
[0,2 ]es:
a) 2 b) 4 c) 6 d) 18

3. Para calcular el area de una semicircunferencia superior de radio 1 centrada en
el origen usas la integral definida:

a) Jl.\/].—deX b) j—\/l—xzdx c) j\/xz—ldx d) Jl'«/x2 —1dx

T
4. I;‘ tan x sen x csc x dx =
3

T T
Q) b)1 ) 5 d) =~

5. ¢ Cuantos de los siguientes argumentos son ciertos?
a) 7 f(kx)dc=k[ f(x)dx

b) [ " g(x) dx=—[ " () dx
c) j f(x) dx=2j0’“ f(x) dx

d) I: u(x)dx =0
a) 0 b)1 C)2 d)3



42X
6. |, g 0=

a) 25 b)16 ¢) In (%J d) In4

7. Encuentre el area de la region acotada por la grafica
y=x*x=5x=2yy=0

a)27 b)39 ¢)42 % d) 45
x
25 @
8. L x dx =
a) 2e?(e*-1) b) e® —e? C) % (e5 —e2) d) e“(e“—l)
10 dx
9. =
IG VX—6
a) 8 b) La integral diverge c) 5 d) 4
10. I: (2x® +x )(exd”z)dx:
e’ —e? e’ -1
a b c) e’ —e d) e* —g?
) > ) > ) )

11. Para calcular el area sombreada, usas la integral definida:

2 u} 2
R
2 2 2 0
a) j x2dx b) j x*dx c) j x°dx d) j x°
0 -1 0 2
12. I02| x—1]dx =
2)0 b)1 c) 2 d)%
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2 3x? -2
13. | k=

a) In2-1 b) In8-> ¢)3In 2 g -1

X

14. El &rea limitada por las curvas ,y =1, y=e 2 yx=1 es:

1 1
a) 2-\e 2 1 2_3

b)2e2 -2 c)1l-= d) 2e? -
N ) ) . )

T
15. I04 cos? X sen x sec X dx =

1

1
a) —= b) = c) — d)2
) 5 )4 ) )
16. jf e * sen x dx =
2
a)1-e b) e 0)® 2‘1 d) e-1

17.¢Cuél es el area de la region en el plano xy encerrada por las
curvas y=x?, y=3x, y=1y y=2?
a)—%+%\/§ b)——+4\/— c)—%+2\/§ d)%

18. Para calcular el area entre las graficas de y=9-x* yy=x+3, usas la integral
definida:

a) [ (9-x*)dx oy | [ (x+3)=(9-x%) Jax o [ [(9-%%)~(x+3)]ox
d) " (x+3)dx

19. Lez Inydy=

a) 1—e> b) e?-1 c) e?+1 d)e’ —e? +1

20. Lz x e dx =

a) %(eg—e) b) %(elz—es) c) 2e* —¢° d) %(912_93)
21. ¢Cual es el area de la region en el plano xy limitada por las graficas de
y?=3-x y y=x-1?

7 3 5 9
a) — b) — c) — d) =
) 6 ) 2 ) 2 ) 2
22. ¢ Cudl es el area entre las graficas y=x—-2 y x=y??
3 19 10 9
a) — b) — Cc)— d) =
) 2 ) 6 )3 ) 2
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UNIDAD 4

MODELOS Y PREDICCION
INTRODUCCION
Una de las ramas de la matemética que ha encontrado una gran cantidad de
aplicaciones son las ECUACIONES DIFERENCIALES.
Una ecuacion diferencial es aquella que tiene derivadas de variables dependientes
con respecto a variables independientes.
Por ejemplo:

1) dy =5X
dx

2) g—y = ky donde k es una constante
X
3)y'+y'=3
4) 5Xﬂ +y=3X .
dx
Una SOLUCION de una Ecuacion Diferencial es una funcién y, que depende de x,

tal que su equivalente y su derivada sustituida en la ecuacion diferencial, produce
una identidad.

Por ejemplo, la ecuacion diferencial 1) tiene por solucion y:gx2+c, ya que

dy =5X.
dx
La ecuacion diferencial 2) tiene por solucion y = Ce* donde C,k son constantes, ya

que%:Ce"xk:kCe"X:ky.Solo se tratarda el método para encontrar soluciones
X

como las del ejemplo 1) y 2).Las ecuaciones de los ejemplos 3) y 4) se ven en
cursos poco mas especializados.

. L . f(x i
Un tipo de ecuacion diferencial es: %= (( g el cual se resuelve por un método
X gly
conocido como separacion de variables.
. . . . f(x
Basicamente consiste en tomar la forma diferencial de % =(L; esta es:
X gly

g(y)dy=f(x)dx e integrando a ambos lados se tiene la solucién a la ecuacion
diferencial propuesta. Algunos ejemplos pueden ayudar a aclarar estas ideas.

EJEMPLO
Resolver usando el método de separacion de variables:

1)4xydx +(x2 +1) dy=0

Dividiendo ambos lados de la ecuacion entre y(x2 +1) tendriamos:
Axydx . (X*+1)dy

(X*+1)y (xX*+1)y

0 Lo cual queda como:
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42de Y Que integrando a ambos lados se tiene I4de _—Id—y
X +1 y X +1
Y que al resolver queda:
Zj ZZdel =-Iny+c, Tomando u=x’+1=>du=2xdx asi, tenemos que

X"+

'[ 2xax _ 2]—_2Inu+c =2In(x* +1) +c, =—Iny+c,

x* +1
=¢C,—¢ =Iny+In(x*+)*=Iny(xX’ +1)*>=c, = (X*+1)’y=e%*=c=c=y(x*+1)°
Que también se expresa como y = % .

(x*+1)

2) % — ex+y+3

Observemos primero que la ecuacion diferencial puede escribirse como:

3
ﬂ — ex+y+3 x+3 dy i
dx e’dx ¢’

o : . d
Que al simplificar y expresar en forma diferencial queda como: —)y/ =e*3dx al
e

y 1
e’, la cual al multiplicarla por — queda como
e’

integrar ambos lados se tiene j% = Iex*3dx = je’ydy :I e*3dx que son integrales

faciles de resolver quedando esto como:

X+3,Y X+y+3
eV ic—e meme e mpi LS e ¥l e
e’ e’ e’
solucion implicita de la ecuacion diferencial.

siendo esta una

3)(xy +2x+y+2)dx+(x* +2x)dy =0 Factorizando x en el primer paréntesis
tenemos:

(x(y+2)+y+2)dx+(x*+2x)dy=0 Si ahora factorizamos y+2 en el primer
paréntesis este queda como (y+2)(x+1) y la ecuacién queda como:
(y+2)(x+1)dx+(x2 +2x)dy=0

Al multiplicar ambos lados por ! > tenemos:
(y+2)(x*+2x)
(y+2)(x+1)dx . (X®+2x)dy
(y+2)(X* +2%)  (y+2)(x* +2X)
. ~ (x+Ddx dy
Lo cual es equivalente a: ~—; =—
X® 42X y+2
Integrando a ambos lados la ecuacién tenemos:

40



X +1)dx d . L
j( > ) | Las integrales resultantes pueden ser resueltas por el metodo
X° 42X y+2

de cambio de variable de la siguiente forma tomando u = x? + 2x se tiene que

du=(2x+2)dx=2(x+1)dx; de igual forma si w=y+2=dw=dy con esto las
integrales pasan a:

1¢du dw . . .
—|—= —j— Que al usar férmulas fundamentales de integracion queda como:
w

2° u
%In(x2 +2x) =—In(y+2) +c Al usar propiedades fundamentales de logaritmos esto

1
puede expresarse como In(x? +2x)? +In(y +2) = In(y +2)/x* + 2x = c lo cual implica
que:
(y+2\Wx2+2x =e =k lo cual permite expresar la solucion de la ecuacion

diferencial como: y= kK 2.

X% +2x
gy e+ Y1
dx

Multiplicamos por e’ ambos lados de la ecuacion quedando esta como:

1+ﬂ =eY Sumando -1 ambos lados de la ecuacion tenemosd—y =e’ -1 tomando

dx dx

diferenciales e integrando queda como: I?—yl =Idx la primera integral tiene un
e J—

artificio para su solucion, asi que la haremos por separado para su mayor

comprension.
. e’ .
Multiplicamos por 1=— el integrando, el cual no se alteraya que la=alVva
e

numero real.

dy e’ e’
J-ey -1 -[ey(ey -1) y Il—e’y y
Utilizando cambio de variable para resolver esta integral; seau=1-e™> entonces
la diferencial es: du=-e™(-1)dy =e™’dy usando este cambio de variable la

integral queda expresada como:

au_ Inl—e™) +Cos.
u
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-y
Volviendo a la ecuacién diferencial:j ;jy 1= -[1 ¢ —dy=Inl-e”)= Idx =X+C,
e’ — —e

Finalmente la solucion puede ser expresada como: In(l—e‘y)=x+cl =

1-e ¥ =" =¢"e“(por propiedades de funciones inversas, en este caso de

exponenciales y logaritmicas). Lo cual es o mismo que 1-e ¥ =Ce* donde C=¢".
Lo cual nos da:

1-Cemel=to oo
e’ 1-Ce”

Tomando logaritmos en base e se tiene que

5 ydy= X—de reagrupando términos queda y - X dx

d
V1+ X2 J1+Y? Y NS

integrando
J=v=

4/1+ y J.x/1+ X2
variable
u=1+y°>=du=2ydy (lo mismo para la integral que depende de x) entonces las
integrales se convierten en:

dx Las cuales pueden ser resueltas usando el cambio de

—J.—:%J'd—w Que al resolverlas, por ejemplo la primera, queda como:
) 1 L L
= 1 2 1 u2 1 - =
—J' 2d =571 l:§T+c1:§2u2+c1:u2+cl:«/1+y2+cl.
S

Asi la ecuacion diferencial tiene como solucion: \j1+ y? —\/1+ x> =c (¥

Ejercicio. Escribe y en términos de x en la solucion (*).

EJERCICIO
Resuelve usando el método de separacion de variables las siguientes ecuaciones
diferenciales:

dy
1.
dx =y’
dy
2. 2 =5
dx y
dy 2
3. —=(x+1
5 =D
2
4, eyy:BX
1+y
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.
22.
23.

24.

25.
26.

dy
_=X
ydx

dy  xvx*+1

dx ye’
_Inx
Xy + Xy

y_(2y+3j2
dx 4x+5

2

ylnx %=(y—+lJ
dy X

ﬂ_ X
dx y(1+x°%)

2

N |-

% = xy* (1+ X2 )7
1

xyy' =(1-y*)?
dy x-e™
dx y+e’
dy  2x

dx  y+x%y
dy ey+2x

dx
dy _ x+senx

dx  3y?
dy _ ycosx
dx 1+2y°

ﬂ+2xy:0
dx

X’y +y =0
(1+y?)dx-+xydy =0
xdx + ye *dy =0

y'+ y?senx =0

e’y +cosx=0

X(y1+y?) + y% 1+x* =0
X

ﬂ:1+x—y—xy

dx
VW =14+ X+ Yy’ +xy°
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27. xdx+2y\x? +1dy =0
28. ﬂzl—x+ y* —xy?

dx
2x-y
29 W _¢
dx e’
30.y'=y+1

31.Determina la funcion fsi f'(x)=x*—-2x—-4y f(3)=-6.
32.Determina la funcion h si h"(x) = 4(1+3x)* ademas h’(%j =13,h(0) = %
33.Encuentra la funcion f talque f'(x)=x3f(x) y f(0)=1.
34.0btener la ecuacion de la curva que pasa por el punto (1,1) y cuya
2

pendiente en (X,y) es %

35.0Obtenga la ecuacion de la curva que satisface % =4x’y y cuya
X

interseccion en el ejey es 7.

APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

Supdngase que en este momento se cuenta con una poblacién (de gente,
bacterias u otra especie viviente) o con una cierta cantidad de una sustancia que
con el tiempo tendiera a crecer, en el caso de la poblacion (o disminuir en el caso
de la sustancia) proporcionalmente de acuerdo a la cantidad existente en este
supuesto consideramos que la tasa de mortalidad, nacimientos, no sufren
abruptos muy grandes (guerras, epidemias, etc.).

Al igual que los nacimientos producen pequefas variaciones a la cantidad
existente en este momento; y representa tal cantidad y la rapidez de variacion

con respecto al tiempo se supone directamente proporcional a la cantidad
existente, esto en lenguaje matematico tiene como representacion (cji_)tl =ky.

Ecuacion diferencial que puede resolverse por el método de separacién de
variables, con el cual procedemos a su solucion.

Escribiendo en su forma diferencial se tiene dy=kydt y dividiendo ambos lados
entre y se tiene d—y:kdt lo cual al integrar queda Iﬂzjkdt que resulta
y y

facilmente resoluble por formulas fundamentales de integracion quedando
Iny+c, =kt+c, que podemos escribir como Iny=kt+c, lo cual implica que

y=e""% =ce! donde c=€%.
Asi la solucién y(t)zcekt permite predecir la cantidad de poblacion (sustancia)
para periodos de tiempo no muy grandes, debido al caracter estrictamente
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creciente de la funcidn exponencial, también permite predecir, crecimiento si k es
positiva y decrecimiento si k es negativa, esto Ultimo en el caso de disminucion de
sustancias radioactivas, por ejemplo.

También si t=0, el momento en que se empieza a contar la poblacion, tenemos

en la solucion de la ecuacién diferencial y(0)=ce"(°) =C asi c es la cantidad inicial

de poblacién o sustancia por considerar, llamaremos y(0)=y,.

La solucion y(t) =ceXt es conocida como la ecuacion de crecimiento exponencial
si k>0 y decrecimiento si k<0, k es llamada la tasa de crecimiento relativa.

EJERCICIO.

Resolver los problemas 2, 4, 6, 8, 10, 12, 13,14 Y 15 USANDO COMO GUIA LOS
RESUELTOS.

1) Una poblacién de bacterias crece a una razén proporcional a su magnitud. Al
principio es de 10 mil y después de 10 dias es de 24 mil ¢ Cuantas habra después
de 25 dias?

Los datos proporcionados sobre el crecimiento de la poblacion, permiten usar

y(t) =ce! asi con los datos extraidos del problema tenemos:

y(0)=y,=10 Mil y en t=10 dias hay 24 mil, con esto sustituimos
y(10) = 24000 =10000¢'™ despejando k, tenemos elOK:f—g lo cual implica que
24

24 N7y
10k =22 y que k =—20 ~ 0.0875.
10 10

Con estos datos tenemos que después de 25 dias habra
y(25) =10, 000e°%7(*) =89 234 bacterias .

2) ¢ Cuanto tardaré la poblacién de bacterias en duplicarse (llegar a ser 20 mil)?

3) La poblaciéon de una ciudad era de 4 millones en 1836 y de 180 millones en
2006.Se supone que el crecimiento de esa poblacion es proporcional a la
poblacion existente. ¢ Después de cuanto tiempo se triplicd la poblacién existente
en 18367

Primeramente observemos que de 1836 a 2006 han transcurrido 170 afios
entonces  y(170)=180 millonesy y, =4 millones con lo cual se tiene 180 = 4e""

de donde despejando k tenemos e”"k:@, tomando logaritmos de base e
180
180 .. =
tenemos que: 170k=|nT y finalmente k= ~0.02239.
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Para responder cuanto tiempo paso para que Yy, =4 millones llegue a 12 millones

(el triple) hacemos 12 = 4699223 Nuyevamente despejando el exponente tenemos:

12

In=—
t=—24 <49 Afios.
0.02239

4) ¢ Cual sera la poblacion de la misma ciudad del ejercicio anterior en el afio
20187

5) La poblacién de cierto pais crece al 3.2% anual. Suponiendo que ahora es de
4.5 millones ¢ cual sera la poblacién al cabo de trece afios?

Puesto que t=13,k =0.032, y, = 4.5 millones. Entonces y(13) = 4,500,000e(%3(3) =
6, 821,486 habitantes.

6) ¢ Cudl sera la poblacion al término de 10 afios? ¢ Y de 15 afios?

7) Todos los seres vivos contienen Carbono 12 que es estable, y Carbono 14, que
es radioactivo. Mientras esté vivo un animal o planta la razén entre las dos
variedades de Carbono permanecen sin cambio dado que el Carbono 14 se
renueva constantemente después de su muerte, no se absorbe mas Carbono
14.La vida media del Carbono 14 es de 5570 afos (el tiempo que tarda en
desgastarse a la mitad la cantidad inicial de carbono).

Si un pedazo de madera de una tumba antigua contiene 65% de Carbono 14
¢,Cuanto hace que se construy6 esta tumba?

Un dato es que la vida media del Carbono 14 es de 5570 aflos como ya lo

habiamos sefalado tarda 5570 afios en pasar de y, a la mitad,%, con esto

podemos calcular la constante en este caso de decrecimiento como se podra
comprobar en el siguiente célculo:

Yo
Yo _ v,e”"™ que al despejar k nos queda 2_ Y% _1_ e®" lo cual implica que
2 Yo 2Y, 2

In(1/2
5570k= In1 yque k= ( )z—0.00012.
2 5570

Ahora si la cantidad de Carbono 14 después de un tiempo t es 0.65y, de la
cantidad inicial y, .Con esto podemos calcular el tiempo en que se construyo6 la
tumba de la siguiente manera:

0.65y, = y,e **** despejando t primero dividimos entre y, quedando

0.65 = e-000012t st= % ~ 3462 anos .

8) Una sustancia radioactiva tiene una vida media de 810 afios si hay 10 grs.
Inicialmente ¢, Cuanto queda al cabo de 300 afios?
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9) LEY DE ENFRIAMIENTO DE NEWTON

Esta ley nos dice que la tasa de enfriamiento de un objeto es proporcional a la
diferencia de temperatura entre la temperatura del objeto y la de su entorno,
siempre que dicha diferencia no sea muy grande.

Sea y la temperatura del objeto, su rapidez de enfriamiento con respecto al tiempo
es proporcional a la diferencia de la temperatura del objeto con su entorno, y, .

Traducido a lenguaje matematico esto es: % =k(y-y,)

Obtendremos la solucién para calcular la temperatura después de un tiempo t
usando el método de separacion de variables, tratado al principio de la unidad.

% =k(y—-Y,) Usando la forma diferencial y reacomodando es dy _ kdt
y-— yo

integrando
J'i = jkdt Usando u=y-y, =du=dy haciendo un cambio de variable

Y—Yo
obtenemos: In(y—y,)+c, =kt+c, de donde In(y—-y,)=kt+c, (dondec,=c,-c,)
=y-y,=e"%=ce" = y=ce"+y, .Ejemplifiquemos la ley de enfriamiento de
Newton.

Ejemplo
Se saca del horno un objeto a 300 ° F y se deja enfriar en un cuarto a 75 ° F, si la

temperatura decae a 200 ° F en media hora ¢,Cual sera en 3 horas?

Con los datos dados y =300, y,=75,t=0. Por lo tanto 300 = ce“® +75=c+75 de
donde c=225.

Ahora si t=0.5. Setiene y=200=225"*+75 despejando k tenemos: k=

In 125

% ~—1.1755 .Finalmente si t =3 horas la temperatura del cuerpo es:

y = 22531179 L 75 ~ 82°F.

10) Un termémetro registraba -20 ° C en el exterior y fue introducido después a
una casa donde la temperatura era de 24 ° C. Después de 5 minutos, registraba 0°
C ¢En que tiempo registrara 20 ° C?

11) Poco después de tomar una aspirina, un paciente absorbié 300 mgs. De ella si
la cantidad de aspirina en el torrente sanguineo es proporcional a la cantidad
inicial consumida y cada 2 horas se elimina la mitad, calcule el tiempo que tarda
en disminuir la aspirina en la sangre hasta 100mgs.

Dado que la ecuacion z—¥= ky es aplicable debido a las condiciones del problema

su solucién nos dara la del mismo.
S i y(0)=300=y, Y t=2 lleva a que y(2)=150 entonces 150 =300e*

despejando k:
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In1

k:TZ ~-0.3465 .Finalmente ¢ Cuél es el tiempo t en qué y(t)=1007

In1

100 = 300e ***** despejando t = 3 _ ~3.2 horas.
0.3465

12) Después de tomar un medicamento liquido la concentracién del medicamento
en la sangre es de 0.2 mg/dl si esa cantidad decae de acuerdo a y(t) =y,e" y

cada hora se absorbe la cuarta parte ¢ Cuanto tardara en que la concentracion del
medicamento en la sangre sea de 0.08mg/d|?

13) Un anestésico para animales llamado pentobarbital sédico se usa para un
perro y se requieren 30 mg por Kg. de peso del perro a tratar. El

anestésico se elimina de acuerdo a y(t)=y,.e“. En 4 horas la cantidad

suministrada disminuye a la mitad. Calcula la cantidad a suministrar para
anestesiar a un perro de 20 Kg. durante 45 minutos.

14) Se estimaba que la poblacion mundial era 1600 millones en 1960, y 5300
millones en 1990.Haga una prediccion para el 2005 y compare su resultado con lo
establecido por los diferentes censos mundiales.

15) Si la tasa de robos de automdviles se triplica cada 6 meses. Calcula el tiempo
en que se duplica.
CUESTIONARIO DE EVALUACION.

. L . d
1. La solucion para la ecuacion diferencial d—y =X, €es:
X
X = x?
a) —+c b) x> +c¢ C) X2 +c d) =—+c
2 2
. L . dy X )
2. La solucion para la ecuacion diferencial FYimiaiE es:
X y

XZ

a)x’+y?=c b)y+?:c c) y? =2x"+c d)y?=2x+c

. d . .
3. Si o_ x> y y=4 cuando x =3, entonces la solucién particular es:

dx
X3 x®
a) 5—5 b) ?4‘3 C)X3—23 d) x+1
4. La solucion general de la ecuacion diferencial % =e”’ es:
X
a)y=e*+c b) y=In| x|+c c) y=In|x+c|

d)y=-In|x|+c
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5.8Si dy =y, entonces:
dx

a) x=y’+c b) y=x*+c c) x=In|y|=c

d) y=x+In|x|[+c e In|x|+In|y]|=c

6. Sea f diferenciable dos veces en el intervalo( a, b ) . Si g es una antiderivada
de f" enelintervalo (a,b ), entonces g’(x) debe ser igual a:

a) f(x) b) f'(x) c) f"(x)

d) f'(x+c), para alguna cno necesariamente cero.

7. Una particula se mueve a lo largo de una linea recta de tal manera que su

2 CM
>

aceleracion en t segundos es (t+1) La posicion de la particula en t =0

: . L cm . L .
es el origen y su velocidad inicial es 1 —. ¢ Cual es la posicidon de la particula, en

seg
centimetros en el tiempo t segundos .
4 4 4
a) (t+1) L2, 1 b) (t+1) L2,.1 0 (t+1) +2t—1
12 3 12 12 3 12 3
4
d) (t+1) +2t+1

3

8. La solucién particular de la ecuacion diferencial % =28x’y?,y=7 cuando x=8
X

es:
7

dyy=——"
)y 50 — 49x*

D) y=———"— 9y

a —
)y 50 + 49x*

B 7 B 7
50 + 49x* 50 - 49x°

9. Si la poblacién crece proporcionalmente, con respecto al tiempo, de acuerdo a
la cantidad existente la ecuacién diferencial que representa el enunciado es:
a)d—P:kt b)d—P:k c)—=kP d)d—P:kt

dt P P

10. Encuentre la solucion particular de la ecuacion diferencial dada que satisface

la condicién indicada. % =y?J8—x, y=4cuandox=8
X

a) y:# b) y:LS
8(8-x)2 +3 8(8-x)2 -3
3
8(8-x)2 -3 12
Qy=—"r—" dy=———7—
12 8(8-+x)z -3

11. Cuando la pendiente de la recta tangente en un punto cualquiera (x,y)es
2x—3 y (3,2) es un punto de la curva, se trata de la funcion:

a) 2x—3 b) x*+2x C) x* —3x+2 d)x*—2x-3
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A continuacién se presentan examenes extraordinarios resueltos de periodos
pasados es recomendable que primero intentes resolverlos y posteriormente
compares.

EXAMEN EXTRAODINARIO DE CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I
PERIODO EZ-2004.

SOLUCION
1) Obtenga la derivada de:

a)y = sen’2xcos3x

y'= senZZXdi(c053x)+ cosSxdi(sen22x) = sen”2x(—3sen3x) + cos 3x (4sen2x cos 2x)
X X

=—3sen”2xsen3x + 45en2X cos 2X oS 3X.

b)y =xe*

y'= x(3x2exsf1 ) +e (1) =e" (3% +1).
y=Vx’-x* =y :%(x3 —xz); (3x2 —2x):M.

20 —x?
2) Integra por Cambio de Variable.

3
a)| '”X X

. dx A .
considerando u =Inx = du=— en términos de u la integral por resolver queda:
X

4 3 4
J.u3du :u—+c.'._|.|n—xdx:ln—x+c
4 X 4
b)_[ sen2x cos 2xdx
Sea u =sen2x = du =2c0s2X = d?u =C0Ss 2xdx .".

2 2
JseancosZde:Iud—uzlu—+c:Sen 2X+c
2 22 4
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3) Calcular las siguientes integrales:
a)j x’e¥*dx Usaremos el método de integracion por partes

3x
tomando u=x* =du=2xdx y dv=e* = v= .|.e3xdx =%

Sustituyendo esto en Iudv = uv—J‘vdu

3x 2 23X 3x 3x
Ixzesxdx:xze——zjxesxdx: Xe” 2 xe——je—dx =
3 3 3 3

3 3

xe®  2xe®™ 2
+—e¥+c
3 9 27

b)jcosgxdx = jcos X c0s? Xdx :I cos x (1 sen’x Jdx = Icos xdx — I sen?x cos xdx =

3

sen-x
=Senx— +C.

c)Hallar el area entre las graficasde y9 -x*e y=x-3.
Calculemos las intersecciones como:
9-x*=x-3=x° +x-12=(x-3)(x+4)=0<=x=3 6 x=—4

Asi el area esta dada por j_34(9 —x*—(x—- 3)) dx = J': (12 —x* = x)dx =

3 28
12x- X X =36—9—g—(—48+g—8j=27—g+56—%=%
3 2, 2 3 2 3 6

El &rea calculada esta sombreada en la siguiente gréfica:

.

ol



EXTRAORDINARIO DE CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I
PERIODO EZ-2005
SOLUCION
1) Deriva:

a)y =In*(2x’ —7)—e*3X3 -

y'=4In*(2x° —7)di(ln (2¢° —7))—e‘3x3 (-9x*)=4In*(2x*-7)

; (6x2)+e‘3X (9x2):

2x% -7
24?2 In3(2x3 —7)

+e ¥ (9x).

2x% -7
3
b)y = \Jcos® (2x—1) = cos? (2x—1) ..
, 3 = d 3 ¢
y :Ecosz(2x—1)&(cos(2x—l)):zcosz(2x—1)(—23en(2x—1)):

—3sen(2x-1),/cos(2x -1).

c)y =tgx® +5sen’x = y' =sec® x* (3x* ) +15sen’x cos X
2. Calcula:

2.2
a)j_l(x —7X+5)dx

TX -1 7 53
F(x)=[(x-7x+5)dx = -2 yox o F(-1)=—=-L 5=
(x).[(x x+)x3 5~ 5% ()32 :
_8 _ A e ~ 4 ( 53) 4 53 45
F(Z)—§—14+10——§..L(x —7x+5)o|x_|:(2)—F(—1)_—§—[—E)_—§+E_E
b)szlnxdx

Esta integral se resuelve con la formula de integracion por partes:
_[udv = uv—fvdu

3

dx . X
seal=Inx=du=— sidv=x’dx=v :szdx = 3 con esto tenemos:
X

3 3
o O ~Xn x—lszdx=x—lnx—1x3+c
3 3 9

3
J'lenxdx:x—lnx—lj'x =
3 3 X 3

C) j cos 3xsen” 3xdx

Sea U = sen3x = du = 3cos3xdx = d?u =C0S3xdx ..

5 5
Jcossten“Bxdx :ju4d—u U 3x +C
3 15 15
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3) Hallar el area limitada por las curvas :y =x+2 e y=4—X°.
Primero calculamos las intersecciones de las curvas:
4—x*=x+2=0=x"+Xx-2=(x+2)(x-1) = x=-2 6 x=1.

Asi el area por calcular esta dada por: _[_12 (4—x2—x—2)dx = J'_lz (2—x2 —x)dx =

3 27 !
X X :2_1_3_(_4&_2):%
3 2], 3 2 3 2

EXTRAORDINARIO DE CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I
PERIODO EA-2008-1
SOLUCION
1.-Deriva las siguientes funciones:

a) f(x)=+x+tanx
Usando la regla de la cadena tenemos:
(1+sec® x)

td 1 1
f(X)==(x+tanx) 2—(x+tanx)==(x+tanx) 2 (1+sec’ X) = ~——=%
( ) dx( ) 2( ) ( ) 2+/x+tan x

b) f(x)zxexz
Primero usamos la férmula para derivar productos de funciones y posteriormente
las de derivacion trascendente:

%(xexz ) = x&(eXZ )+ex2 %(x) = x(2xe"2 )+ex2 e (2x2 +1)

—X

e*—e
C) f(X)=ex+ -

X —X d X —X X - d X —X
dfe e (e +e )&(e —e)—(e"-e )&(e +e”)
dx | e*+e™ ?

(eX Jre‘x)(eX Jre‘x)—(eX —e‘x)(eX —e‘X) ) (eX +e X —¢ +e‘X)(eX +e ¥ +e —e‘x)

(e +e_x)2 (" +e‘x)2
(2e77)(2¢7) _ 4
G +e_x)2 (e +e‘x)2
2.-Determina f(x) si f7(x)= X +/X yademas f(1) =1 f'(x)=2.
Recuerda que:

3

f,,(X):%[d(f(x))}jd(f(x)) (%) (x+f)dx_X_2+K+c

dx dx

3

, x*  2x2 1 2 1 2 5
Puesto que f(X)=—+——+c y f(1)=2==+=-+Cc,=>C =2-———=—
q () 2 3 Y @) 2 3 2 3 6
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2
- . X 2X 2 5
Esto Gltimo nos lleva a que f(x) =Tt te Finalmente tenemos que:

3 3 5
2 2 2 2
df(x):X_+2L+§:>jdf(x): f(x)zj Z 427 4o ldk=" 4 4 Zx4c
dx 2 3 6 15 6
. 4 5
Ademés como f(1)=1==+—+=+Cc=>Cc=1-———-= =—— =
s
x* 4x2 5 4

f(X) =t 2 X ——
6 15 6 15

3.-Calcula las siguientes integrales:
a) _[x3 (1+ x* )5 dx
Resolvemos por cambio de variable sea u=1+x* = du = 4x’dx = %u = x°dx

s du _ e (1+ x* )6

Con esto tenemos Ix 1+x dx Iu ju5du_zg C= 24 +C

b) _[ In de Ix’z In xdx
Resolvemos con la formula de integracion por partes: judv = uv—fvdu
Tomando u=Inx tenemos que du = 1 , ahora considerando

X

dv=x’dx=>v= J. x2dx =—x" Tenemos que la integracion por partes esta dada

como.

_ _ -1 dx _ _ Inx 1
Ix 2 In xdx = —x 1Inx+_[x —=—x 1Inx+J‘x 2dX=————=+c¢C
X X X

c) Isen(ln x) dx

. ., dx .
Usaremos integracion por partes sea u = sen(In x) entonces du = cos(ln x)— s
X

dv=dx entonces v =X, usando la formula de integracion por partes tenemos que:
J'sen(ln x)dx =xsen(In x) —_[xcos(ln x)% = xsen(In x) —Icos(ln X )dx =
X
Volviendo a integrar por partes Icos(ln x)dx Con u=cos(Inx), v=x tenemos
dx
xsen(In x) —| xcos(In x) +.[xsen(ln x)— |=xsen(In ) —[xcos(ln X) +Isen(|n x)dx} =
X

xsen(In x) —xcos(In x) —Isen(ln x)dx

Hemos llegado a que jsen(ln x)dx = xsen(In x) —xcos(In x) —jsen(ln x) dx
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jsen(ln x)dx = xsen(In x) —xcos(In x) —J'sen(ln x) dx

jsen(ln x)dx+jsen(ln x)dx = xsen(In x) —xcos(Inx) +¢, De donde
jsen(ln X) zg(sen(ln x)—cos(Inx))+c

4.-Evalla e interpreta el célculo de f(l+ 2x)dx

Primero veamos que de acuerdo a la interpretacion de calculo de integrales
definidas para funciones positivas se tiene que interpretar como el calculo de
areas, por ejemplo en este caso el area seria:

En términos del calculo de areas elementales no es otra cosa mas que la de un

trapecio y esta es BL; 2=10u’

Con herramienta del calculo tenemos que calcular la integral definida f(l+ 2x)dx
Puesto que F(x):.f(1+2x)dx:x+x2 =F@)=3+3*=12y F() =1+1*=2

Entonces [(L+2x)dx = F(3) - F(1)) =12-2=10

5.-Calcula:

4 3 1

T x4 2x—3)dx = — X 4 x? _3x
. 4 3

-1

a)
14 18 , ( 1)4 (_1)3 ) 20
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b) Ez(senx +2¢0s X ) dx
2

T v
J'Z,r(senx+ 2c0s X ) dx =—Ccos X + 2senx|?, =
2 2

4

T T T T
(—cos— +2sen —j - —cos(——j +2s€en (——j
2 2 2 2

6.- Halle el area limitada por y =senx,y=¢e*,x=0,x=

N[N

La grafica nos lleva a plantear la siguiente integral definida:

-

T

J‘Oz(eX —senx Jdx =e” +cos XE = [ez + cos%}—(eo +c0s0)=e? -2



